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Resume. — On prouve ici que le lemme fondamental pour I’endoscopie tordue, 
desormais etabli pour les unites des algebres de Hecke spheriques, entraine le lemme 
fondamental pour tous les elements de ces algebres de Hecke. La demonstration, dont 
I’idee est due a Arthur, utilise le transfer!, deja etabli lui aussi comme consequence 
du lemme fondamental pour les unites. 


Abstract. — We show here that the fundamental lemma for twisted endoscopy, now 
proved for the unit elements in the spherical Hecke algebras, implies the fundamental 
lemma for all elements of these Hecke algebras. The proof, whose idea is due to Arthur, 
uses the transfer, which is known as a consequence of the fundamental lemma for the 
units. 


Classification mathematique par sujets ( 2000 ). — 22E50. 

Mots clefs. — endoscopie tordue, lemme fondamental, transfer! geometrique, transfer! spec¬ 
tral, representation elliptique, R—groupe. 
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1. Introduction 

1.1. — Le lemme fondamental est un resultat essentiel a la stabilisation de la formule des 
traces. II est maintenant demontre pour les unites des algebres de Hecke spheriques, pour 
I’endoscopie ordinaire comme pour I’endoscopie tordue, en toute caracteristique pourvu 
que la caracteristique residuelle soit suffisamment grande. Pour I’endoscopie ordinaire, en 
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caracteristique nulle, Hales a prouve que le lemme fondamental pour les unites des algebres de 
Hecke spheriques en presque toute caracteristique residuelle implique le lemme fondamental 
pour tous les autres elements de ces algebres de Hecke en toute caracteristique residuelle. 
Sa methode est globale, et generalise celles de Clozel et Labesse pour le changement de 
base. Cette methode utilise de maniere cruciale une propriete bien connue des groupes non 
ramifies de type adjoint, a savoir que les series principales unitaires non ramifiees (c’est-a-dire 
induites a partir d’un caractere unitaire non ramifie du Levi minimal) sont irreductibles. Dans 
le cas tordu, le groupe adjoint Gad est naturellement remplace par le groupe Gj = G/Z(G)®, 
ce qui rend difficile I’application de cette methode. 

1.2. — Depuis les travaux de Hales, un autre resultat a ete demontre, pour I’endoscopie 
tordue en caracteristique nulle : le lemme fondamental pour les unites des algebres de Hecke 
spheriques implique le transfer!. La methode est globale, et le resultat obtenu est semblable 
a celui de Hales : si le lemme fondamental pour les unites des algebres de Hecke spheriques 
est vrai en presque toute caracteristique residuelle, alors la conjecture de transfer! est vraie 
en toute caracteristique residuelle. On dispose done aujourd’hui du lemme fondamental pour 
les unites en presque toute caracteristique rfeiduelle, et du transfer! en toute caracteristique 
residuelle. On demontre ici (pour I’endoscopie tordue en caracteristique nulle), de maniere 
purement locale grace au transfer! — qui, comme on vient de le dire, a ete obtenu par 
voie globale —, que le lemme fondamental pour les unites des algebres de Hecke spheriques 
implique le lemme fondamental pour tous les autres elements de ces algebres de Hecke. 

1.3. — Le resultat demontre ici (pour I’endoscopie tordue) est done moins fort que celui de 

Hales (pour I’endoscopie ordinaire), puisque notre methode ne permet pas d’oter la restriction 
sur la caracteristique residuelle. On doit tres probablement pouvoir eliminer cette restriction 
en appliquant la methode de [HLl 5]. Rappelons que cette methode, globale, consiste a 
utiliser la formule des traces (simple) en sens inverse par rapport au sens habituel, c’est-a- 
dire a deduire d’informations sur les traces une information sur les integrales orbitales. Une 
autre possibilite serait d’etablir le lemme fondamental pour les unites des algebres de Hecke 
spheriques dans le seul cas ou on I’utilise ici : celui ou la donnee endoscopique elliptique non 
ramifiee a pour groupe sous-jacent un tore (voir 1.7 et 1.8). C’est ce que Ton fait ici dans le 
cas du groupe G = GL(n) tordu par I’automorphisme exterieur g i-A Dans ce cas, on 

demontre que le lemme fondamental pour tous les elements des algebres de Hecke spheriques 
est vrai, sans restriction sur la caracteristique residuelle — cf. 14.131 

Une fois le lemme fondamental etabli pour tous les elements des algebres de Hecke sphG 
riques en toute caracteristique residuelle, on pourra ensuite le ramener a la caracteristique 
non nulle par la methode des corps proches. En caracteristique non nulle, signalons aussi le 
travail recent d’Alexis Bouthier, qui prouve sous certaines hypotheses (groupe derive simple- 
ment connexe, et caracteristique premiere a I’ordre du groupe de Weyl) le lemme fondamental 
pour tous les elements des algebres de Hecke spheriques. 

Ces considerations faites, revenons a la caracteristique nulle. Le lemme fondamental pour 
tous les elements des algebres de Hecke spheriques en presque toute caracteristique residuelle 
est utilise dans jStab X| pour achever la stabilisation de la formule des traces tordues. 

1.4. — Pour I’endoscopie tordue, les travaux fondamentaux de Kottwitz-Shelstad et Labesse 
ont ete repris (et modifies sur certains points) dans [Stab I| . Ce sont les notions et les 
notations de cet article que Ton utilise ici. Soit F une extension finie d’un corps p-adique 
Qp. Soit G un groupe algebrique reductif connexe defini et quasi-deploye sur F, et deploye 
sur une extension non ramifiee de F. L’action galoisienne sur le groupe dual G est done 
donnee par celle d’un element de Frobenius (j) G Wf, ou Wf est le groupe de Weil de F. 
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Soient aussi G un G-espace tordu defini sur F, et uj un caractere[^ de G{F). On suppose 
verifiees les hypotheses suivantes : 

- I’ensemble G{F) des points _F-rationnels de G n’est pas vide; 

- le _F-automorphisme 6 de Z{G) defini par G est d’ordre fini; 

- le G(-F’)-espace tordu G{F) possMe un sous-espace hyperspecial {K,K). 

- le caractere lu est trivial sur Z{G', F)^ ; 

“ la classe de cohomologie a £ Z(G)) associee a uj est non ramifiee; 

Soit G' = {G',5',s) une donnee endoscopique pour (G, a) — cf. 12.31 On suppose que 
cette donnee est non ramifiee — cf. EH Cela entraine que le groupe G' (qui est defini et 
quasi-deploye sur F) se deploie sur une extension non ramifiee de F. Cela entraine aussi que 
le L-groupe ^G' est isomorphe a S^- On peut done, dans cette situation non ramifiee, faire 
I’economie des donnees auxiliaires. A la donnee G' est associe un G'-espace tordu G', defini 
sur F et a torsion interieure — cf. E21 Au sous-espace hyperspecial {K, K) de G{F) sont 
associes un sous-espace hyperspecial {K',K') de G'{F), blen defini a conjugaison pres par 
et un facteur de transfert normalise 

A : Ti(G') C'. 

Ici, 'D(G') est I’ensemble des couples (< 5 , 7 ) € G'{F) x G{F) formes d’elements semisimples 
dont les classes de conjugaison (sur F) se correspondent, et tels que 7 est fortement regulier 
— cf. 12.51 Pour 7 £ G{F) fortement regulier (semi-simple), on definit I’integrale orbitale 
ordinaire d’une fonction / G C^{G{F)). Pour S £ G'{F) fortement G-regulier, 

on definit I’integrale orbitale stable S® {5, f') d’une fonction /' £ {G'(F)), et I’integrale 

orbitale endoscopique 

7°-“(A /) = 4^ d4A{6, 7 ) A(7, /, uj) 

1 

d’une fonction / £ G(”(G(f)); on 7 parcourt les elements de G{F) tels que ( 5 , 7 ) £ D(G'), 
modulo conjugaison par G{F). On renvoie a l2.7l Dour des definitions precises. On dit qu’une 
fonction /' £ G(?° {G'{F)) est un transfert de f £ {G(F)) si pour tout 5 £ G'{F) fortement 

G-regulier, on a I’egalite 

A°'(5,/') = /®’“(5,/). 

Soit Ijf la fonction caracteristique de K, et soit 1^, la fonction caracteristique de K'. 
Le lemme fondamental pour les unites des algebres de Hecke spheriques (12.81 theoreme 1) 
dit que 1^, est un transfert de 1^. Soit Hk I’algebre de Hecke formee des fonctions sur 
G{F) qui sont bi-invariantes par K et a support compact, et soit Hk' I’algebre de Hecke 
formee des fonctions /' sur G'{F) qui sont bi-invariantes par K' et a support compact. Via 
les isomorphismes de Satake, on a un homomorphisme naturel b : T-Lk —>■ Hk'■ Le lemme 
fondamental pour tous les elements des algebres de Hecke spheriques (12.81 theoreme 2) dit 
que pour toute fonction / £ Hk , la fonction b{f)*l^, = 1^,*b{f) sur G'{F) est un transfert 
de f * Ij^ (resp. de 1 ^ * f). 

On demontre dans cet article que le theoreme 1 implique le theoreme 2. 

1.5. — Decrivons brievement la demonstration proposee ici. On commence par se ramener 
au cas ou la donnee G' est elliptique (par descente parabolique). Ensuite, suivant I’idee 
d’Arthur, on traduit le theoreme 2 en termes spectraux, grace au transfert geometrique. Pour 


1. Dans tout ce papier, on appelle caractere un homomorphisme continu dans C^. 
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cela, on introduit I’espace D{G{F),uj) des distributions sur G{F) qui sont des combinaisons 
lineaires (finies, a coefficients complexes) de caracteres de representations G(-F)-irreductibles 
temperees de {G{F),u) — cf. l3.ll Pour G', on definit de la meme maniere I’espace D{G'{F)), 
en prenant pour to le caractere trivial de G'{F), et Ton note SD{G'{F)) le sous-espace de 
D{G'{F)) forme des distributions qui sont stables. Soit {G(F),ui) le sous-espace de 
D{G'{F),uj) engendre par les caracteres des representations G(P')-irreductibles temperees 
de {G{F),lo) qui sont if-spheriques, et soit {G'{F)) le sous-espace de D{G{F)) defini 
de la meme maniere. A un parametre tempere et non ramifie ip' : Wf —>■ ^G' est associe un 

parametre tempere et non ramifie (p : Wf ^G' ~ 9' ^ ^G. Via les isomorphismes de 
Satake, on en deduit un homomorphisme de transfert spectral (spherique) 

t = to- : D^\g'{F)) ^ D’^{G{F),uj). 

D’autre part, d’apres les resultats de |Moe| qui generalisent au cas tordu ceux de [A], le 
transfert geometrique f f' definit dualement un homomorphisme de transfert spectral 
(usuel) 

T = Tg' : SD{G'{F)) ^ D{G{F),uj). 

Pour 0' G D{G'{F)), la distribution T(e') sur G{F) est donnee par T(e')(/) = ©'(/') pour 
toute paire de functions G G“(G(F)) x {G'(F)) telle que f' est un transfert de 

/. Le lemme fondamental pour tous les elements des algebres de Hecke spheriques equivaut 
a la commutativite du diagramme suivant 

(1) SD{G'{F)f -^ D(G'{F)) D^' (G'{F)) 

T t 

DiGiF),uj) -^ D^iGiF),w) 

ou les homomorphismes et sont les projections naturelles. 

On se ramene ensuite a la partie elliptique de la theorie. Soit Dei\{G{F),oj) le sous-espace 
de D{G{F),uj) engendre par les representations elliptiques au sens d’Arthur — precisement, 
leur variante tordue m- On definit de la meme maniere le sous-espace Dbu{G'(F)) de 
D{G'{F)), et bon pose SDb\i{G\F)) = SD{G'{F)) n Deii(G'(F)). L’homomorphisme T 
envoie SDe\\(G'{F)) dans Db\\{G{F),u)), et pour prouver la commutativite du diagramme 

(1) , on est ramene a prouver celle du diagramme suivant 

(2) 5Z?eii(G'(F))C- ^D{G{F))-^D’^'{G\F)) . 

T t 

Dbii{G{F),oj) -- ^D^{G{F),uj) 

1.6. — line representation G(P')-irreductible temperee de {G{F),uj) est dite de support non 
ramifie si la representation de G{F) sous-jacente est une sous-representation d’une serie 
principale induite a partir d’un caractere unitaire et non ramifie du Levi minimal, et elle est 
dite de support rami/ie sinon. On note D’^^{G{F),uj) le sous-espace de D{G{F),lo) engendre 
par les caracteres G(L')-irreductibles temperes de {G{F),lo) qui sont de support non ramifie, 
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et tj) celui engendre par ceux qui sont de support ramifie. Pour * = nr, ram, on 

pose 

D:niG{F),uj) = D,n{G{F),uj) n D*{GiF),uj). 

Alors on a la decomposition 

(3) D,n{G{F),cu) = r»S(G(F),c^) © r>:r(G(F),c^). 

On definit de la meme manlere les sous-espaces {G'(F)) et Z?^™(G'(-F)) de D(G'(F)), 

et pour * = nr, ram, on pose 

SD:niG'{F)) = D*{G'{F)) n 5L>eii(G'(F)). 

Alors on a la decomposition 

(4) 5L>eii(G'(F)) = SDll,{G'{F)) © S{G'[F)). 

L’astuce, deja utilisee par Arthur pour les formes tordues du groupe lineaire, consiste a 
remarquer que les sous-representations irreductibles d’une serie principale temperee non 
ramifiee de G{F) sont permutees transitivement par Gad(-F’)- Pulsque G' est a torsion 
interieure, cela a comme consequence que I’espace SDgii{G'(F)) est nul si G' n’est pas un 
tore. Pour prouver la commutativite du diagramme (2), on est done ramene a le faire dans le 
cas ou le groupe G' est un tore, et a prouver aussi (dans tous les cas) que T'{SDli^{G'{F)) est 
contenu dans Dli^{G{F),u!). Pour ce faire, on dispose de deux decompositions de I’espace 
Deii{G{F),ij) : celle donnee par les caracteres elliptiques d’Arthur — precisement, leur 
variante tordue m - , et celle donnee par les transferts des elements de SDsiiiG'{F)) 
pour G' = {G', S^ S) parcourant toutes les donnees endoscopiques elliptiques pour (G, a). On 
prouve que sur I’espace Z?“ii(G(f), cj), ces deux decompositions s’expriment Tune en fonction 
de I’autre. En d’autres termes, on prouve la parametrisation endoscopique des caracteres 
elliptiques non ramifies de {G{F),ljj). 

1.7. — L’espace Den{G{F),uj) se decompose en somme directe de droites D-r, ou r parcourt 
les classes de conjugaison de triplets elliptiques essentiels {M,a,r) pour {G{F),ljj) — cf. 14.31 
Ici M est un E-Levi de G, cr est une representation irreductible et de la serie discrete de 
M{F), et f est un element regulier du iZ-groupe tordu Un tel triplet r se releve 

en un triplet r = {M,a,r), ou f est un relevement de f dans le iZ-groupe tordu DZ'^’“(A), 
lequel definit une distribution 0t- G Deii(G(E), w) qui engendre I’espace Dt- L’element 0t- 
appartient a Dg{i{G{F),u}) si le triplet r est non ramifie, e’est-a-dire de la forme {T,X,r) 
pour un caractere unitaire et non ramifie A de T{F) ou T est un E-Levi minimal de G, et 
il appartient a E)gf™(G(E),a;) sinon. On note Eg/i I’ensemble de ces triplets r qui sont non 
ramifies. 

D’autre part, toute distribution 0 G E)eii(G(E), cj) se decompose (de maniere unique) en 

(5) 0=^Tg,(0®'), 0®' G 5E>eii(G'(E)), 

G'ee 

ou £ est un ensemble de representants des classes d’lsomorphisme de donnees endoscopiques 
elliptiques pour (G, a) — cf. 14.41 Pour les donnees G' qui sont ramifiees, il faut bien sur fixer 
des donnees auxiliaires, mais nous ignorons cela dans cette introduction. Notons que I’espace 
Deii{G{F),ij), et chacun des espaces SDeii{G'(F)) pour G' G £, sont munis de produits 
scalaires hermitiens definis positifs, et la decomposition (5) preserve ces produits scalaires — 
cf. 14.61 Soit £nr C £ le sous-ensemble forme des donnees non ramifiees, et soit £t-nr C £nr le 
sous-ensemble forme des donnees non ramifiees telles que le groupe sous-jacent est un tore. 
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Remarquons tout d’abord que si Dgii{G{F),Lj) = { 0 }, le diagramme (2) est trivialement 
commutatif. On suppose done que I’espace Dg{i{G{F),Lj) n’est pas nul, ce qui implique que 
I’ensemble fiit-nr n’est pas vide (en fait, ces deeix conditions sont eqnivalentes). Pour separer 
les donnfe T' £ fiit-nr et les elements de I’espace SD^ii{T'(F)) — D^^(T'{F)), on dispose 
essentiellement de trois ingredients : le lemme fondamental pour les unites des algebres de 
Hecke spheriques, I’homomorphlsme naturel '■ Z{G) —>■ T' (qui permet de comparer les 
caracteres centraux), et le caractere ujt' de Gti(-F) associe a T'. On salt en effet que, pour 
G' G £, le transfer! Tg'( 0') d’une distribution 0' £ SD{G'{F)) est un vectenr propre ponr 
Taction (par conjugaison) de Gf{F) relativement a un caractere ujqi de ce groupe. Supposons 
pour commencer que le groupe adjoint Gad est simple. Alors on demontre que : 

- le groupe Gad est isomorphe a PGL{n, C) avec actions triviales de 9 et cf); 

- pour T'l, T 2 £ fiit-nr, si alors T'l = T 2 ; 

- pour T' — £ filt-nr, si (xiiXi)> {X 2 ,X 2 ) sont deux caracteres aflines de T'{F) 

tels que les caracteres Xu X 2 de T'{F) soient unitaires et non ramifies, et verifient 
Xi ° = X 2 ° iz, alors a homothetie pres, Xi et X 2 se deduisent Tun de Tautre par un 

automorphisme de la donnee T'. 

Ici on appelle caractere affine une representation de dimension 1. Un caractere affine (x, x') de 
T'{F) est done la donnee d’un caractere x' de T'{F) et d’un prolongement x' de x' a Tespace 
T'{F). Si de plus x' est a valeurs dans U (ce qni implique que x est unitaire), on dit qu’il 
est unitaire. A toute paire {T',x') forme d’une donnee T' £ fiit-nr et d’un caractere affine 
unitaire et non ramifie x' de T'{F), est associe un triplet £ £efi, blen defini a conjugaison 
pres, et done une distribution 0t-_, £ D'^li{G{F),u}) — cf. 14.111 Cette distribution est elle 
aussi un vecteur propre ponr Taction de Gf^{F) relativement a un caractere de ce groupe, 
et Ton verifie que ce caractere est precisement cu^/. Comme a conjugaison pres, tout triplet 
r = (T,A,r) £ £eTi est obtenu de cette maniere, on obtient que pour une paire (T',xO 
comme ci-dessus, le transfer! usuel Tx'(xO de ^ s’ecrit 

(6) Tx'(x) = c0.,, +0'^"“ 

pour une constante c £ C et une distribution 0^™ £ Dli^{G'{F),u). Le lemme fondamental 
pour les unites des algebres de Hecke spheriques applique a la donnee T' entralne que cette 
constante c n’est pas nulle. On a meme c = 1 (du fait de la normalisation de Tapplication 
{T',x') '’’x')- En calculant les produit scalaires (Tx'(xOi TT'(xO)eii (0t^, , 0,-^, )eii, 

on montre qu’ils sont egaux. On a done 0“'’’'™ = 0 et 

( 7 ) TT'ix') = e.^,. 

On en dednit alors facilement Tegallte (Q-r) = t^/ (x') et la commutativite du diagramme 
(2) pour la distribution x' £ D^^(T'{F)) = S{F)). 

Comme consequence de Tegalite ( 7 ), on obtient aussi que Tespace Dlii^{G{F),iu) est 
somme (directe) des sous-espaces T^/(Z?'^’’'™(r'(A’))) pour T' £ £t-nr et des sous-espaces 
Tq/(•SD eii(G'(F)) pour G' £ (£ \ fiit-nr. En particulier pour G' £ fiinr, on a Tinclusion 

Tg-(5£»S”(G'(F)) c Z?a“(G(F),u;). 

Cela demontre la commutativite du diagramme (2) en general (sous Thypothese que Gad 
est simple). 

1.8. — Reste a supprimer Thypothese que Gad est simple. On suppose toujours fiit-nr 7 ^ 0- 
Alors Gad est isomorphe a un produit de groupes de type An-i, avec actions de 9 et 
(j) par permutations des facteurs de ce produit. Comme dans le cas ou Gad est simple, les 
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caracteres uj-r' de Gf^{F) permettent de separer les donnees T' G £t-nr dans la decomposition 
(5). En revanche, pour T' £ fiit-nr fixe, la restriction a Z{G', F) ne permet pas de separer les 
caracteres unitaires et non ramifies de T'{F). On introduit pour cela le sous-groupe C de 
Z{G) X G forme des ( 2 , g) tels que pour tout ct G Ef, on ait 

g(r{g)~^ £ Z{G), (1 - 0){ga{g)~^) = za{z)~\ 

II contient le sous-groupe Z{G)* = {(1 — 0){z), z) : z ^ Z{G)}, et on pose C = C/Z{G)*. Un 
element ( 2 , g) £ G definit un E-automorphisme (g' 1 —Int^-i {g'), 7 i-a 2 lntg-i ( 7 )) de (G, G), 
qui ne depend que de I’image de ( 2 , g) dans C. Cela definit un homomorphisme injectif de C 
dans I’oppose du groupe des E-automorphismes de (G, G). On a des plongements naturels 
Z{G\ E) ^ C et Gti(E) ^ C, mais C est en general plus gros que le sous-groupe engendre 
par Z{G-,F) et G|t(E). Pour T' £ £t-nr, on demontre que : 

- si (x^ xO un caractere affine de T{F) tel que le caractere x' de T'{F) soit unitaire et 
non ramifie, alors le transfer! T’r'ix') sst un vecteur propre pour Taction du groupe C 
relativement a un caractere de ce groupe; 

“ si (xiiXi)i (X 21 X 2 ) sont deux caracteres affines de T'{F) tels que les caracteres Xd X 2 
de T'{F) soient unitaires et non ramifies, et verifient alors a homothetie 

pres, x'l X 2 se deduisent Tun de Tautre par un automorphisme de la donnee T'. 
Pour une paire {T',x') forme d’une donnee T' £ fiit-nr et d’un caractere affine unitaire et 
non ramifie x^ Telement £ Deii(G'(F),uj) est encore un vecteur propre pour Taction 

du groupe C relativement au caractere Grace aux proprietes ci-dessus, on pent, de la 
meme maniere que dans le cas ou Gad est simple, obtenir la decomposition (6), puis Tegalite 
(7), et la commutativite du diagramme (2). 

Cela demontre, en general, que si le lemme fondamental pour les unites des algebres de 
Hecke spheriques est vrai (theoreme 1 de 2.8) — plus precisement, s’il est vrai pour les 
donnees T' £ fiit-nr —, alors le lemme fondamental pour tous les elements de ces algebres 
de Hecke Test aussi (theoreme 2 de 2.8). 


2. Enonce du theoreme 

2.1. Les objets ; hypotheses et conventions. — Soit E un corps commutatif locale- 
ment compact non archimedien de caracteristique nulle. On fixe une cloture algebrique E de 
E, et Ton note Pf le groupe de Galois de Textension E/E, 7f C Pf son groupe d’inertie, 
et Wf C Pf son groupe de Weil. Soit F'^'^/F la sous-extension non ramifiee maximale de 
E/E (ainsi Ip est le groupe de Galois de E/E"^). Soit vf la valuation sur E normalisee par 
vf{F^) = Z. On fixe un element de Frobenius (j) £ Wf, c’est-a-dire tel que la restriction de 
(j) a E""^ soit Tautomorphisme de Frobenius de Textension F'^^ jF. 

Pour une variete algebrique V definie sur E, on identifie V a Tensemble V (E) de ses points 
E-rationnels, et Ton munit Tensemble V (E) de ses points E-rationnels de la topologie definie 
par E. 

Soit G un groupe algebrique reductif connexe defini sur E, et soit G un G-espace (alge¬ 
brique) tordu. On rappelle que G est une variete algebrique affine definie sur E, munie de 
deux actions de G definies sur E, Tune a gauche et Tautre a droite, 

GxG,ig,5)^g5, G x G ^ G, {S, 9 ) ^ Sg, 
commutant entre elles, et telles que pour 5 £ G, les applications 

G ^ G, g 1 -^ gS, G ^ G, g 1 -^ Sg, 
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soient des isomorphismes de varietes algebriques. On note 5 i—>■ Intj I’application de G dans 
le groupe des automorphismes de G definie par 

Int5(sr)5 = Sg, g£ G. 

Pour un element 5 G G, on note G^ le commutant de 5 dans G (c’est-a-dire I’ensemble des 
points fixes de Intj) et Gg = G^'° sa composante neutre. 

Pour 5 £ G, Tautomorphisme Int^ de G definit par fonctorialite des automorphismes de 
divers objets attaches a G; par exemple du revetement simplement connexe Gsc du groupe 
derive de G, ou de son groupe adjoint Gad- Quand cet automorphisme ne depend pas de 5, 
on le note 9 comme dans |Stab I| . Ainsi on a un automorphisme 6 du centre Z{G) de G. 
On note Z{G\ F)^ le groupe des points _F-rationnels de Z{G) qui sont fixes par 9. 

Hypotheses. — On suppose que : 

- Le groupe G est quasi-deploye sur F et deploye sur 

- L’ensemble G{F) des points _F-rationnels de G n’est pas vide. 

- L’automorphisme 9 de Z{G) est d’ordre fini. 

2.2. Le L— groupe. — Puisque le groupe G est quasi-deploye sur F, on pent fixer une 
paire de Borel epinglee £ = {B,T, {i?a}c«eA) de G definie sur F : 

- {B, T) est une paire de Borel de G definie sur F ; 

- A est la base relativement k B du systeme de racines E = E(G, T) de G; 

- Ea est un element non nul de I’algebre de Lie Uq du sous-groupe radiciel Ua de 
G correspondant a la racine a, les Ea etant choisis de telle maniere que I’ensemble 
{B.} eg A soit r_F-stable. 

Soit Z{G,E) I’ensemble des elements 5 £ G tels que I’automorphisme Int^ de G stabilise £. 
Cet ensemble n’est pas vide, et e’est un espace tordu sous Z{G), defini sur F. On note 6a, ou 
encore 9, le P'-automorphisme de G defini par 9 = Ints pour un (i.e. pour tout) t £ Z{G, £). 
Cet automorphisme est quasi-semisimple (puisqu’il stabilise {B,T)), et meme semisimple 
puisqu’il est d’ordre fini (d’apres I’hypothese de finitude sur I’automorphisme 9 de Z{G)) et 
que F est de caracteristique nulle. Notons que I’ensemble Z{G, £; F) des points P-rationnels 
de Z{G, £) pent etre vide. 

On note X{T) le groupe des caracteres algebriques de T, X{T) le groupe des cocaracteres 
algebriques de T, E = E(G, T) I’ensemble des coracines de G, A la base de E relativement a 
B^etW = W'^{T) le groupe de Weyl Ng{T)/T-, ou Ng{T) est le normalisateur de T dans 
G. On a done les inclusions 

A C E C X(T), A C E C X{T). 

L’action de Ef sur G induit une action sur X{T), X{T), E, E, A, A et W, et 9 = 9s, induit 
un automorphisme de chacun de ces objets. Rappelons que le sous-groupe de W forme 
des points fixes sous 9, verifie les proprietes : 

- un element w £W appartient a si et seulement s’il stabilise T® ou T®’° ; 

- pour £ £ Z(G,£), s’identifie au groupe de Weyl W'^^iTe) de Ge, ou est le tore 
maximal r®’° de Ge. 

Soit G le groupe dual de G. II est muni d’une action algebrique de Lf, notee a i—>■ ug, 
et d’une paire de Borel epinglee £ = {Ii,T,{Ea}a^sg^ <fui 6st definie sur P, c’est-a-dire 
LF-stable. Puisque G est deploye sur P""^, Taction de Pf sur G se factorise a travers Tf/If- 
Elle est done entierement determinee par la donnee de Tautomorphisme 0 g de G. 
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On pose = G yiWp- On a des isomorphismes en dualite 

j:X{T)^ X{f), j:Xif)^X{T), 

qui sont r_F-equivariants. II existe un unique automorphisme 9 de G qui stabilise £ et verifie, 
pour tout X £ X(T) et tout y £ X(T), 

j{e ox) = j{x) o e, j(§ O y) = j{y) o 9. 

Le groupe de Weyl W^{T) = Ng(T) de G s’identifie par dualite au groupe de Weyl W 
de G, et on a I’egalite . Precisons cette identification. Un automorphisme u du 

tore T definit fonctoriellement un automorphisme u de T (pour u = 9 \t, on a m = 9\f). 
L’application u i—>■ -u est contravariante : on a (ui o U 2 )"= U 2 oui. En particulier elle induit 
un isomorphisme de W sur le groupe oppose de W'^(T). On identifie W a W^{T) par 
I’application w i-A w~^ . L’automorphisme 9 commute a Taction de Pf sur G, done definit 
un automorphisme ^9 de ^G : pour {g,w) £ G x Wf, on a 

^9{g X w) — 9{g) x w. 

On pose ^G = ^G^9. C’est un espace tordu sous ^G. 

Remarque. — Soit £i une autre paire de Borel epinglee de G, pas forcement definie sur 
F. Choisissons un element y £ Gse tel que Intj,-i(£i) = £, et pour cr £ Pf, posons 

(Ti^G = Inty o ac o Intj^-i. 

La paire de Borel epinglee £i est PF-stable pour Taction cr i—cri,G de Ef sur G, et ^G est 
encore le produit semidirect G xWf pour cette nouvelle action : Tapplication 

g xw^ gwG{y)y~^ XI y 

envoie un produit semidirect sur Tautre. Posons 9i — y9{y)~^9 G G9. On note encore 9i 
Tautomorphisme o 9 de G. Alors 9i stabilise £i, commute a Taction galoisienne 

c I—> cTi^G, et on a Tegalite G9\ = G9. Notons que y n’est defini qu’a multiplication pres par 
un flement de ^(Gse)- 

2.3. Donnees endoscopiques. — On fixe aussi un caractere uj de G{F), e’est-a-dire un 
homomorphisme continu de G{F) dans C^. D’apres un theoreme de Langlands, ce caractere 
correspond a une classe de cohomologie a £ H^(IUf, Z(G)) — cf. [Stab II 1 .13]. Notons que 
pour que la theorie ne soit pas vide, il faut que le caractere uj soit trivial sur Z{G\FY, ce 
que Ton supposera a partir de l2.6l 

Une donnee endoscopique pour {G,a) est un triplet G' = (G^S^s) verifiant les condi¬ 
tions : 

- G' est un groupe reductif connexe defini et quasi-deploye sur F. 

- s = s9 est un element semisimple de G9. 

- S' est un sous-groupe ferme de ^G tel que 9^ O G = Gs (la composante neutre du 
commutant G“ de s dans G). 

- La suite 

1 Gs S' IUf 1 

est exacte et scindee (e’est-a-dire qu’il existe une section continue Wf —>■ S'), ou la 
fleche S' —>■ Wf est la restriction a S' de la projection naturelle ^G —>■ Wf- 
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- Fixee une paire de Borel epinglee £' de Gs, pour chaque w G Wf, on pent choisir 

un element g'^ = G 3' tel que I’antomorphisme Int^^ de Gg stabilise c. 

L’application w i—>■ Intj/^ s’etend en une action de Ff sur Gg, et Ton suppose que 
Gg muni de cette action est un groupe dual de G'. On pent done poser G' = Gg et 
noter a i—>■ ua' cette action. 

- II existe un cocycle a : Wf —>■ Z{G) dans la classe de cohomologie a tel que pour tout 
{g'yW) G S^ on ait I’egalite 

Ints(c?',ui) = {g'a{w),w). 

Un isomorphisme entre deux donnees endoscopiques {G'l, Si, si) et (G 2 , S 2 , S 2 ) pour (G, a) 
est par definition un element a; G G tel que 

= 1 X 2 , xSix~^ G Z(G)s 2 . 

De I’isomorphisme Int^-i : G 2 Gi se deduit par dualite un isomorphisme 

otx. '■ Gi —>■ G2, 

defini sur F \ en fait une classe de tels isomorphismes modulo Taction de G^ a.d(^) ou de 
G' 2 ,ad(^)' En particulier, pour une seule donnee endoscopique G' pour (G, a), le groupe 
Aut(G') des automorphismes de G' contient G'. On note Out(G') le sous-groupe de 
OutF(G') = AutF(G')/GAD(E’) forme des images des da, dans OutF(G') pour x G Aut(G'). 
D’apres [KSll 2 . 1 ], on a une suite exacte courte 

1 [Z(G)/(Z(G) n G')]^"" Aut(G')/G' Out(G') 1 . 

Soit G' = (G^S^s) une donnee endoscopique pour (G, a). Fixons une paire de Borel 
epinglee £ = {B,T, de G telle que Tautomorphisme Intj de G stabilise {B,T). 

Bosons B' = B n G', T' = T r\ G', et completons {B' ,T') en une paire de Borel epinglee 
£' = {B', T', i&a'}a>eA') Deuxtelles paires £ et £' — i.e. telles que Ints stabilise 

{B,T) et {B',f') = (B n G',T n G') — sont dites compatibles. Quitte a modifier Taction 
a I—>■ aa de Ff sur G et Tisomorphisme ^G ~ G xi Wf comme dans la remarque de l2.2l on 
pent supposer que : 

- la paire de Borel epinglee £ est definie sur F ; 

- Tautomorphisme 0 de G stabilise £ et commute a Taction galoisienne a 1 —>■ ug. 

Puisque Telement s stabilise {13, T), il s’ecrit s = s9 pour un element s G T. On construit 
comme ci-dessus Taction a 1 —>■ ac' de Ff sur G' qui stabilise c . L’egalite T' = T^’° identifie le 
groupe de Weyl W' de G' (ou de G') a un sous-groupe du groupe des invariants W^ = W^ 
du groupe de Weyl TF de G (ou de G). Le plongement ^ T' ^ T n’est en general pas 
equivariant pour les actions galoisiennes : il existe un cocycle a i-A Oq' (u) de Ff dans IF® 
tel que 

Og' (u) o a-{i) = i, a{i) = (TG o I o a ^}; 
ou Ton a identifie aG'(o') a Tautomorphisme Int^p, (o-) de T. 

2.4. Espaces endoscopiques tordus. — Continuous avec les notations de 12.31 Soit 
{B',T') une paire de Borel de G' definie sur F. Le tore f^’° est dual de r/(l — 6e){T). 
Du plongement ^ : T' —>■ T se deduit par dualite un homomorphisme 

^:T-^r/(i- 6 )£)(r)~r' 
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verifiant 

^■(O = ^ ° (cr), (T G Tf; 

oil Ton a identifie ac'io) a rautomorphisme Intc^, (a) de T. 

I’inclusion 

i{Z{G)) C Z{G'). 

Notons 2,(0, £) le quotient de Z{G, £) par Taction de Z(G) par 
principal homogene (a gauche et a droite) sous 

Z{G) = Z{G)/{l-e){Z{G)). 

La restriction de ^ a Z(G), notee 

: Z{G) ^ Z{G'), 

se quotiente en un homomorphisme 

Cz : 2(G) ^ Z{G') 

qui est LF-equivariant. On pose 

G' = G'xz(g) 2(G,£), 
c’est-a-dire que G' est le quotient de G' x 2(G, £) par la relation d’equivalence 

(g'^ziz), z) = {g, zz), z G 2(G). 

Les actions a gauche et a droite de G' sur G' x 2(G, £) se descendent en des actions sur G', 
et Taction de Lf sur G' x 2(G, £) se descend en une action sur G' . Cela fait de G' un espace 
tordu sous G' , defini sur F et a torsion interieure. Notons que Tensemble G'{F) des points 
F-rationnels de G' pent etre vide |Stab II 1.7, rem. (2)]. 

Remarque. — Pour une paire de Borel epinglee £i de G, pas forcement definie sur F, on 
definit comme ci-dessus le 2(G)-espace tordu 2(G, £i). Comme dans |Stab II 1 .2], on peut 
introduire la limite inductive 2(G) des 2(G, £i) sur toutes les paires de Borel epinglees £i 
de G. C’est un espace tordu sous 2(G), et il est dehni sur F pour Taction de Pf definie dans 
loc. cit. On peut definir Tespace tordu G' independamment du choix de £ (cf. loc. cit.), mais 
puisque G est quasi-deploye sur F, ce n’est pas vraiment necessaire ici : on peut identifier 
2(G) a 2(G, £) et Taction de Pf sur 2(G) a Taction naturelle sur 2(G, £). 

2.5. Classes de conjugaison setnisimples; correspondance. — D’apres Thypothese 
de finitude sur Tautomorphisme 9 de Z{G), les elements quasi-semisimples de G sont semi¬ 
simples. Rappelons qu’un element semisimple 7 G G est dit fortement regulier si le centrali- 
sateur G^ est abelien et si le centralisateur connexe G-y est un tore. 

Soit 71 G G un element semisimple. L’automorphisme Int^.^ de G stabilise une paire 
de Borel de G. Choisissons un y G Gsc tel que Intg(B,r) = {Bi,Ti). L’element 

7 = Intg-i( 7 i) stabilise {B,T). D’apres [Stab II 1 .3], il s’ecrit 7 = te pour un t G T et un 
e G Z{G, £). Soient : 

- t Timage de t dans [T/(l — 0£)(r)]/TL®^ ; 

- e Timage de e dans 2(G, £) ; 

- 7 Timage de (t, e) dans [r/(l - ee.){T)]/W^^ Xz(g) 2(G,£). 


D’apres [Stab II 1.7], on a 


conjugaison. C’est un espace 
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D’aprfe [Stab II 1.2, 1.8], relement 7 est bien defini (en particulier il ne depend pas du 
choix de g), et I’application 71 1 —>■ 7 se quotiente en une bijection de I’ensemble des classes 
de G-conjugaison d’elements semisimples de G sur 

[T/{1-0e){T)]/W^^ Xz(g) Z(G,£). 

De plus cette bijection est definie sur F. Notons qu’une classe de conjugaison semisimple 
dans G peut etre definie sur F mais ne contenir aucun element F-rationnel. 

Soit G' = (G',S^s) une donnee endoscopique pour {G,a). Reprenons les constructions 
de 12.31 et 12.41 On a une paire de Borel {B',T') de G' definie sur F, et un isomorphisme 
T' ~ T/(l — ds,){T) via lequel le groupe de Weyl W' = (T') de G' s’identifie a un 

sous-groupe de . Puisque G' est a torsion interieure, on a Z{G') = Z{G'), et Ton pose 

Z(G',£) = Z(G')xz(g) Z(G,£). 

On en deduit une application surjective IStab II 1.8] 

{T’/W') Xz(G 7 ^ \T/[l-e^){T)]/W^^ Xz(g) Z(G,£), 

c’est-a-dire une surjection de I’ensemble des classes de conjugaison semisimples dans G' 
sur I’ensemble des classes de conjugaison semisimples dans G. Cette application est definie 
sur F. Notons que restreinte aux elements invariants sous Tp, c’est-a-dire aux classes de 
conjugaison definies sur F, cette application n’est en generate plus surjective. 

On note D(G') I’ensemble des couples ( 5 , 7 ) G G'{F) x G{F) formes d’elements semi¬ 
simples dont les classes de conjugaison (sur F) se correspondent via la surjection ci-dessus, 
et tels que 7 est fortement regulier dans G (on dit alors que S est fortement G-regulier). 
On sait qu’un element S £ G' fortement G-regulier est a fortiori fortement regulier dans G' 
|KS1I lemma 3.3.C]. 

La donnee G' est dite relevante si I’ensemble D{G') n’est pas vide. 

2.6. Donnees endoscopiques non ramifiees. — On suppose de plus que la classe de 
cohomologie a G Z{G)) correspondant a u est non ramifiee, c’est-a-dire qu’elle 

provient par inflation d’un element de Yi^iWp / Ip, Z{G)). On dira aussi que le caractere uj 
est non ramifie. Soit G' = (G^ s) une donnee endoscopique pour {G,a). Supposons que 
la donnee G' est non ramifiee, c’est-a-dire que I’inclusion suivante est verifiee : 

Ip C S'. 

Cela entraine que le F-groupe (quasi-deploye) G' est deploye sur L”'” |Stab II 6.2]. Norma- 
lisons les actions galoisiennes a a g sur G et ct 1 —>■ (Jq/ sur & comme en 12.31 c’est-a-dire 
en choisissant des paires de Borel epinglees compatibles £ de G et c de G', et en imposant 
que les actions galoisiennes preservent ces paires. Ces actions sont determinees par la donnee 
des automorphismes 4>g de G et cpG' de G'. Soit un element = {h,<j)) G 3' tel que Int/,^ 
agisse comme 4>g' sur G'. Alors S' est le produit semidirect (G' x Ip) xi (/i</,), et I’application 

3 ' —>■ ^G', (x,w)h)ji i-A {x,wcjF), {x,w) G G' X Ip, n G Z, 

est un isomorphisme [Stab II 6 .3]. Cela entraine que dans cette situation non ramifiee, on 
peut faire I’economie des donnees auxiliaires. D’autre part on a un automorphisme 0 de G 
qui stabilise £ et commute a Taction galoisienne a 1 — og- Ecrivons s = s9, et posons h = hij). 
Alors la condition 


Ints(5', w) = {a{w)g', w), {g , w) G S', 
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equivaut a 

(1) sh = a{<j))hs\ 

oil I’egalite est vue dans GWpd = G9Wf. 

Rappelons qu’a une paire de Borel epinglee £i de G definie sur F, la theorie de Bruhat- 
Tits associe un sous-groupe (compact maximal) hyperspecial isTgj de G{F). Precisement, 
a £i est associe un schema en groupes lisse defini sur I’anneau des entiers o de F, de 
fibre generique G, et le groupe = DC£^(o) des points o-rationnels de Xe.^ est un sous- 
groupe hyperspecial de G{F). De plus, notant I’anneau des entiers de le sous-groupe 
3 C£i(o"'^) de G{F’^’^) ne depend que de et on le note K’^’^. 

Soit K un sous-groupe hyperspecial de G{F). Posons 

Ng(f){K) = {5 G G{F) : Ints{K) = A"}. 

Si Ng(f){K) n’est pas vide, alors c’est un espace principal homogene sous Z{G', F)K, et tout 
element S G Ng(f){K) definit un A-espace tordu K = KS = SK. Si de plus il existe une 
paire de Borel epinglee £i de G definie sur F telle que K = et A n A"^Z(G, £i; 
ne soit pas vide, alors on dit que A est un sous-espace hyperspecial de G{F). 

Remarque. — Les paires de Borel epinglees de G definies sur F, et done aussi les sous- 
groupes hyperspeciaux de G{F), forment une seule orbite sous Taction de Gad (A) par 
conjugaison. Notons que cela n’implique pas que si Ng(f){K) 7 ^ 0 pour un sous-groupe 
hyperspecial A de G(A), alors Ng(f){Ki) 7 ^ 0 pour tout sous-groupe hyperspecial Ai de 
G(A). On renvoie au lemme 1 de 14.91 pour une variante de ce resultat de conjugaison pour 
les sous-espaces hyperspeciaux de G(A). 

Hypotheses. — On suppose que : 

- Le caractere to est trivial sur Z{G', A)® ; 

- La clcisse de cohomologie a G H^(VFf, Z{G)) est non ramifiee. 

- G(A) possede un sous-espace hyperspecial. 

Fixons un sous-espace hyperspecial (A, A) de G(A). Par definition, il existe une paire 
de Borel epinglee £1 de G definie sur A telle que A = Af^, Tensemble Ng(f){K) n’est pas 
vide, et A = KS = SK pour un element S G Ng(f){K) de la forme 

S = ke, fc G A"^ e G Z(G,£i; A"”). 

Quitte a remplacer la paire £ fixee en [U par une autre paire de Borel epinglee de G definie 
sur A, on pent supposer que £1 = £. 

Soit {B, T) la paire de Borel de G associee a {B, A), e’est-a-dire que B est le normalisateur 
de B dans G, et T est le normalisateur de {B,T) dans G. Fixe un element e G Z{G, £), on a 

B = Be, f = Te. 

En particulier les ensembles A et T ne sont pas vides, B est un A-espace tordu defini sur A, et 
T est un A-espace tordu defini sur A. Notons que, meme si Z{G, £; A) est vide, les ensembles 
B{F) et A(A) ne sont pas vides. De plus on a la decomposition en produit semi-direct 

A(A) = A(A) XI Ub{F), 

ou Ub est le radical unipotent de A. Soit A(A“'^)i le plus grand sous-groupe borne de A(A“'^), 
e’est-a-dire Tensemble des t G A(A"'^) tels que VF{x{t)) = 0 pour tout caractere x G X[T). 
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On a = T(_F"'') n Ji'"’', et d’aprfe [Stab II 6.1.(5)], I’intersection 

Z(G,£;F"")nr(F““')i.^ 
n’est pas vide. L’espace K s’ecrit done 

K^KSo= 5aK 

pour un element So G T{F) de la forme 

So=te, tGr(Oi,«G2-(G,£;F“’^). 

Le F-automorphisme 6 o = Int^^ de G est semisimple (car il stabilise {B, T)) et sa restriction 
a T coincide avec celle de 6 e. 

Soit G' = (G', S^ S) une donnee endoscopique non ramifiee pour (G, a). D’apres le lemme 
de [Stab II 6 .2], la donnee G' est relevante. D’apres [Stab II 6.2, 6 .3], a {K,K) sont associes 
un sous-espace hyperspecial {K', K') de G'{F), bien defini a conjugaison pres par un element 
de G'aj){F), et un facteur de transfert normalise 

A : Ti{G') -)■ C'. 

D’apres |KS11 theorem 5.1.D], pour ( 5 , 7 ) G D(G') et g G G{F), on a 

(2) A((5, g“Ss) = j)- 

Posons Gjj = G/Z{GY. C’est un groupe reductif connexe defini sur F, et le groupe Gji{F) 
de ses points f-rationnels opere par conjugaison sur G{F). D’apres |Stab II 2.7], a G' est 
associe un caractere to' = de Gf{F) tel que pour (5,7) G T){G') et g G Gtt(i^), on ait 

(3) A(5,Intg-i(7)) = a;'(g)A(5,7). 

Rappelons que ui est trivial sur Z{G',FY = Z{GY{F). La projection naturelle G —> Gj 
induit un homomorphisme injectif G{F)/Z{G\ F)^ —>■ Gjj(P’), et la restriction de oj' a I’image 
de G{F) dans Gf){F) coincide avec uj. 

2.7. Transfert endoscopique non ramifie. — On note G^{G{F)) I’espace vectoriel des 
fonctions complexes sur G{F) qui sont localement constantes et a support compact. Fixons 
une mesure de Haar dg sur G{F). Pour 7 G G{F) fortement regulier, on pose 

1 )^( 7 ) = I det(l - ad^; 0 / 0 ^)|F 

oil : 

- 0 est I’algebre de Lie de G; 

- 0 T. est I’algebre de Lie de G -/; 

- ad.y est I’endomorphisme de 0 deduit de I’automorphisme Int^. de G{F ); 

- I |f est la valeur absolue normalisee sur F, e’est-a-dire telle que |a:|F = ou q 

est le cardinal du corps residuel de F. 

Fixons une mesure de Haar dg-y sur G-y{F), et notons dg-y la mesure quotient sur 
Gry(F)\G{F). Soit / G G^{G{F)). Si le caractere uj est trivial sur Gj{F), on pose 

f uj{g)f{g~^'yg)dg-y. 

JGy(F)\G(F) 

Sinon, on pose f) = 0 . On note I{G{F),uj) le quotient de G^ {G{F)) par le sous- 

espace annule par toutes les distributions •) pour 7 G G{F) fortement regulier. 
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Soil G' = (G',9^s) une donnee endoscopique non ramifiee pour (G,a). On note 
{G'{F)) I’espace vectoriel des fonctions complexes sur G'{F) qui sont localement constan- 
tes et a support compact. Fixons une mesure de Haar dg' sur G'{F). Pour 5 G G'{F) for- 
tement G-regulier, on fixe une mesure de Haar dg'g sur Gs{F), et Ton note dg'g la mesure 
quotient ^ sur Gs{F)\G'{F). Soit /' £ G^{G'{F)). On pose 

= 7?^'(5)1/2 r f'(g'-^5g'Ws, 

et 

S' 

ou 5' parcourt les elements de la classe de conjugaison stable de 7 modulo conjugaison par 
G'{F). On note SI{G'{F)) le quotient de G^{G'(F)) par le sous-espace annule par les 
distributions S'^ {S, •) pour 5 G G'{F) fortement regulier (dans G'). 

Soit un element 6 G G'{F) fortement G-regulier. Pour 7 G G{F) tel que ( 5 , 7 ) G D{G'), 
on a un homomorphisme naturel 

G-,{F) ^ G'g{F) 

qui est un homeomorphisme local, et un revetement sur son image (cf. |Stab II 2.4]). On 
fixe des mesures de Haar dg-y sur G-y{F) et dg'g sur G'g{F) qui se correspondent par cet 
homomorphisme. On pose 

de = I det(l - t/tsg )|f 

ou t est I’algebre de Lie de T, et ie^ est I’algebre de Lie de (c’est-a-dire la 

sous-algebre de Lie de t formee des elements fixes par Oi,). Pour / G G^{G{F)), on pose 

/°'“(5, /) = 4 /" ^ A(5, 7 )/°( 7 , c^, /) 

7 

ou 7 parcourt les elements de G{F) tels que ( 5 , 7 ) G I>(G'), modulo conjugaison par G{F), 
et dj = [G'’'(F') : G 7 (F)]. Pour f' G G^{G'(F)), on dit que f' est un transfert de / si pour 
tout 5 G G'{F) fortement G-regulier, on a I’egalite 

D’apres la conjecture de transfert maintenant demontree — pour n’importe quelle donnee 
endoscopique pour (G, a), pas seulement pour celles qui sont non ramifiees! —, on sait que 
toute function / G G^{G{F)) admet un transfert f' G G^{G'(F)). 

Par passage aux quotients, on pent voir le transfert comme une application lineaire 

(1) I{G{F),lo) ^ SI{G'{F)), / ^ /' = f^'. 

Rappelons que le facteur de transfert a ete normalise grace au choix de I’espace hyperspecial 
{K,K). II convient de normaliser aussi les mesures de Haar dg sur G{F) et dg' sur G'{F) : 
on suppose desormais que 

vol(R', dg) = yo\{K' , dg') = 1, 

ou {K',K') est un sous-espace hyperspecial de G'{F) associe a {K,K). 
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2.8. Le lemme fondamental. — Soil G' = (G',9^s) une donnee endoscopique non 
ramifiee pour (G, a), et soil {K',K') un sous-espace hyperspecial de G'{F) associe a {K, K'). 
On note G {G{F)) la fonction caracteristique de K, et 1^, G G^{G'(F)) la fonction 
caracteristique de K'. 

Si la caracteristique residuelle de F est assez grande, alors le theoreme suivant (lemme 
fondamental pour les unites) est maintenant demontre, grace au resultat de Ngo Bao Chau 
en caracteristique non nulle. 

Theoreme 1. — La fonction 1^, est un transfeH de 1^. 

Notons Hk I’algebre des functions complexes sur G{F) qui sont bi-invariantes par K et a 
support compact, et Hk' I’algebre des functions complexes sur G'{F) qui sont bi-invariantes 
par K' et a support compact. Rappelons que (f G Wf est un element de Frobenius. Notons 
I’algebre des fonctions polynomiales sur G x 0 C ^G qui sont invariantes par conjugaison 
par G, et 'H'^ I’algebre des fonctions polynomiales sur 9^ H (G x <()) ~ G' x C ^G' qui sont 
invariantes par conjugaison par G'. Soit h : T-Lk —>■ T-Lk' I’homomorphisme d’algebres qui 
rend commutatif le diagramme 

T-Lk -^ 'H 4 , , 

b b 

ou les fleches horizontales sont les isomorphismes de Satake, et b est I’homomorphisme de 
restriction. L’algebre Hk opere par convolution a gauche et a droite sur Gf°{G{F)), et 
I’algebre Hk' opere par convolution a gauche et a droite sur G^{G'(F)). 

Theoreme 2. — Soit f G Hk, et soit f' = b{f) G Hk'- Alors /' * 1^, = 1^, * /' est un 
transfert de f * 1^ (et de Ij:^ * oj~^f). 

On prouve dans ce papier que le theoreme 1 implique le theoreme 2. 

2.9. Descente parabolique. — Commengons par quelques rappels jStab II 3.1]. Soit 
(P, M) une paire parabolique de G (pas forcement definie sur F). On note P = Ng(P) le 
normalisateur {7 G G : Int.y(P) = P} de P dans G, et Mp = Ng{P, M) le normalisateur de 
{P,M) dans G, c’est-a-dire I’ensemble {7 G G : Int.y(P, M) = (P, M)}. Si P n’est pas vide, 
alors Mp ne Test pas non plus, et Ton dit que {P,Mp) est une paire parabolique de G. En 
particulier (toujours si P 7 ^ 0), on a la decomposition en produit semi-direct 

( 1 ) P = MpyiUp, 

ou Up est le radical unipotent de P. Notons que Mp depend vraiment de la paire (P, M), et 
pas seulement de la composante de Levi M (sauf si G est a torsion interieure, auquel cas Mp 
est I’ensemble des 7 G G tels que Int^ G M/Z(G) C Gad). Supposons de plus que la paire 
{P,M) est definie sur F. Si P n’est pas vide, alors la paire (P, Mp) et la decomposition (1) 
sont definies sur P, P{F) et Mp{F) ne sont pas vides, et on a la decomposition en produit 
semi-direct 

(2) P(P) = Mp(P) X Pp(P). 

En ce cas (si P 7 ^ 0), on dit que (P, Mp) est une paire parabolique de G definie sur F. 
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Pour alleger I’ecriture, on appelle simplement F-Levi de G la composante de Levi d’une 
paire parabolique de G definie sur F, et F-Levi de G la composante de Levi d’une paire 
parabolique de G definie sur F. 

Rappelons qu’on a fixe en l2.2l une paire de Borel epinglee £ = {B, T, {Ea}aeA) de G definie 
sur F, et en \T6\ un sous-espace tiyperspecial {K, K) de G{F) tel que K = Ke, et I’ensemble 
K n K’^^Z{G, £; F^^) n’est pas vide, ce qui assure que I’ensemble K n T{F'^^)iZ{G, £; 
n’est pas vide. Une paire parabolique {P,M) de G est dite standard si elle contient 
et semi-standard si M contient T. Un sous-groupe parabolique de P de G est dit standard 
(reps, semi-standard) s’il contient B (reps. T), et une composante de Levi de P est dite 
semi-standard si elle contient T. Posons T = Nc{B,T). Puisque T n’est pas vide, {B,T) 
est une paire parabolique (minimale) de G, et elle est definie sur F. On definit de la meme 
maniere, en rempla 5 ant la paire {B, T) par (B, T), les notions de paire parabolique standard 
(resp. semi-standard), de sous-espace parabolique standard (reps, semi-standard), et de 
composante de Levi semi-standard, de G. L’application (P, M) i—>■ (P, Mp) est une bijection 
entre : 

- les paires paraboliques standards de G qui sont definies sur F et 0£-stables; 

- les paires paraboliques standards de G qui sont definies sur F ; 

- les classes de G-conjugaison de paires paraboliques G qui sont definies sur P. 

Remarque. — Fixons une paire de Borel epinglee £ = {B,T, {Pal^gA) Modifions 

Taction a i —ac de Pf sur G et Tisomorphisme ^G~ GxTFf de telle maniere que la paire £ 
soit definie sur F — cf. [Ql On a aussi un automorphisme 0 de G qui stabilise £ et commute 
a Taction galoisienne cr i— gq- Une paire parabolique de G est dite standard si elle contient 
{B,T). On a aussi une bijection {P, M) i—>■ {P,M) entre : 

- les paires paraboliques standards de G qui sont definies sur F et 0£-stables; 

- les paires paraboliques standards de G qui sont definies sur F et 0-stables. 

Soit (P, M) une paire parabolique de G, semi-standard et definie sur F. Posons M — Mp, 
et supposons que M est semi-standard. Puisque Tensemble M contient T, il n’est pas vide, 
et (P, M) est une paire parabolique de G, semi-standard et definie snr F. La paire £ donne 
par restriction une paire de Borel epinglee £m = (P n M, T, {PajaeAjvf) de M, elle aussi 
definie sur F. On a 

z(m,Lm) = Z{M)Z{G,L) 

et le P-automorphisme de M defini par M et £m Icf. 12.211 n’est autre que la restriction de 0£ 
a M. On le note 0£,m. Puisque 0£ est d’ordre fini, 0£,m Test aussi, et Tautomorphisme 9m de 
Z{M) defini par M (qui est la restriction de 0£,m a Z{M)) est d’ordre fini. L’espace tordu 
(M, M) verifie done les trois hypotheses de l2.ll Le sous-groupe hyperspecial Km = de 
M{F) associe a £m est donne par 

Km = KnM{F). 

Puisque le sous-espace hyperspecial K de G(P) est de la forme K = K5o = 5oK pour un 
So G T{F) C M{F) de la forme So = it avec t G r(P“'’)i et e G Z(G, £; F^^), Tensemble 

KM = Kn M{F) (= KmSo = S^Km) 
est un sous-espace hyperspecial de M{F). 

Notation. — On note L{T,uj) Tensemble des P-Levi semi-standards M de G tels que le 
caractere oj est trivial sur Z{M\ Fp'^. 
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Soil M G L{T,uj). Choisissons une paire de Borel {P,M) de G, semi-standard et definie 
sur F, telle que M = Mp. Puisque K est le sous-groupe hyperspecial Js'a de G{F) associe a 
£, il est en bonne position par rapport a {P,M), c’est-a-dire qu’on a la decomposition 

P{F) nK = {M{F) n K){Up{F) n K). 

Posons U = Up, et soient dk, dm et du les mesures de Haar sur K, M{F), U{F), normalisees 
par K, c’est-a-dire telles que 

vol{K, dk) = vo\{M{F) n K, dm) = vol{U{F) n K, du) = 1. 

On definit I’homomorphisme terme constant (suivant {P,uj)) 

GT{G{F)) ^ GT(M{F)), f ^ 

par la formule 

fp,^= ff LJ~^{k)f{k~^u~^'yuk)dudk. 

JJu(F)xK 

Pour 7 G M{F) fortement regulier dans G, on a la formule de descente 

( 3 ) = f€Cr{G{F)), 

pourvu que Ton choisisse la meme mesure de Haar dg-^ = dm-y sur G~f{F) = M-y{F). Pour 
definir la mesure quotient sur M^{F)\M{F), on prend bien sur dm comme mesure de Haar 
sur M{F). Choisissons une autre paire de Borel {Q,M) de G, semi-standard et definie sur 
F, telle que Mq = M. On definit de la meme maniere I’homomorphisme terme constant 
(suivant Q) 

Cr(G(F)) ^ Cr(M(F)), / ^ 

Pour 7 G M{F) fortement regulier dans G, on a aussi la formule de descente 
7®(7,c.,/) = 7^(7,/ e CT{G{F)). 

Par passage aux quotients, on obtient un homomorphisme 

(4) I{G,cu)^I{M,u;), 

qui ne depend pas du choix de la paire parabolique (P, M) de G, semi-standard et definie 
sur F, telle que Mp = M. On pent aussi verifier que si Ton remplace K par un sous-groupe 
(compact maximal) special Ki de G{F) en bonne position par rapport a (P, M) dans la 
definition de I’homomorphisme terme constant (suivant P), alors par passage aux quotients, 
on obtient le meme homomorphisme (4). 

2.10. Reduction aux donnees endoscopiques elliptiques. — Rappelons qu’une don- 
nfe endoscopique G' = {G', s) pour (G, a) est dite elliptique si on a I’egalite 

Z{G')^‘^’° = [Z{Gff^'°. 

Soit G' = (G',S^s) une donnee endoscopique non ramifiee pour (G, a). On fixe des 
paires de Borel epinglfe compatibles £ = (P, T, {Pa}Q,g^) de G et £' = {B',T' , {E'^} ^^^,) 
de G' = Gs, et Ton normalise les actions galoisiennes a i —aa sur G et a i— ac' sur G' de 
maniere a ce qu’elles preservent ces paires — cf. 12.31 . On a aussi un automorphisme 0 de G 
qui preserve £ et commute a Taction galoisienne cr i—>• gg- 

Notons M, M, M les commutants de Z{G')^^'° dans G, ^G, ^G. Le groupe M est un 
sous-groupe de Levi semi-standard — c’est-a-dire contenant T — de G, qui est defini sur P 
et 6-stable. Fixons un cocaractere x G X{Z{G')^ ^'°) en position generate. II determine un 
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sous-groupe parabolique P de G, engendre par M et les sous-groupes radiciels de G associes 
aux racines a de T telles que {a, x) > 0. Posons T = PM 617 = PM. D’apres IStab 11 3.4], 
le couple (IP, M) est une paire parabolique de ^G : on a 

J> = PxiVPf, M^MxVPf, 

7 est le normalisateur de T dans ^G, et M est le normalisateur de (IP, M) dans ^G; de plus 
I’ensemble IP n’est pas vide, car il contient s. D’apres |Stab II 3.1, (4)1, la paire {P,M) est 
conjuguee dans G a une paire parabolique standard de G, definie sur F et 0-stable. Quitte a 
effectuer une telle conjugaison, on pent supposer que la paire (P, M) est elle-meme standard, 
definie sur P et 0-stable. Alors on a 

T = (P yiWpfe, M=(MxWf)^0. 

A (P, M) correspond une paire parabolique standard (P, M) de G qui est definie sur P et 
0£-stable (cf. la remarque de l2.9l) . Soit {P,M) la paire parabolique standard de G associee 
a (P, M), c’est-a-dire telle que P = Ng{P) et M = Ng{P, M). Elle est definie sur P, et Ton 
a 

P = P5o, M = M5o. 

D’aprfe [221 I’espace tordu (M, M) verifie les trois hypotheses de 12.11 et 

KM = Kn M{F) (= KmSo = S,Km) 

est un sous-espace hyperspecial de M{F). Le groupe M s’identifie au P-groupe ^M, et M 
s’identifie au L-espace tordu ^M^6. Notons om Timage de a par rhomomorphisme 

naturel 

'iPiyVF, Z{G)) H^(VLf, Z{M)), 

c’est-a-dire la classe de cohomologie (non ramifiee) correspondant au caractere u restreint 
a M(P). 

Puisque Ints stabilise {B,T), I’flement s = s9 appartient a T9 C M9. De plus on a les 
egalites 

G' = Ms, Z{G'f‘"’° = [Z(M)Y^’°- 

Comme H G = Ms est contenu dans M, le groupe S' est contenu dans M = ^M. Par 
consequent G' s’identifie a une donnee endoscopique elliptique (non ramifiee) pour (M, aju). 
Notons {G') le sous-ensemble de G'{F) x M{F) obtenu en remplagant G par M dans la 
definition de ID(G'). D’apres le lemme de [Stab II 6.2], I’ensemble {G') n’est pas vide. 
D’aprfe [Stab II 6 . 2 , 6.3], a {Km, Km) sont assocife un sous-espace hyperspecial {K'm, K'm) 
de G'{F), bien defini a conjugaison pres par un element de G'pjs,{F), et un facteur de transfert 
normalise __ __ 

: T)^{G') 

On peut prendre {K'm, K'm) = {K', K'). En remplagant G par M dans la relation (2) de l2.61 
on voit que le caractere lj est trivial sur Z{M-, E)®". La paire {M, aM) verifie done les trois 
hypotheses de l2.6l En particulier le E-Levi M de G appartient a C{T,uj). 

Soit ( 5 , 7 ) € G'{F) X M{F) tel que 7 est fortement regulier dans M. Si la classe de 
G'-conjugaison de 5 correspond a la classe de M-conjugaison de 7 (par la correspondance 
de 12.51 pour {G',M)), alors elle correspond aussi a la classe de G-conjugaison de 7 , et 7 
est fortement regulier dans G. On a done I’inclusion T>^{G') C ©(G'). Inversement, pour 
( 5 , 7 ) G I)(G') tel que 7 G M{F), il existe un n G Ng(f){M) tel que (5,Intn( 7 )) G CD^(G'). 
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On verifie (cf. [Stab II 6.3]) que le facteur de transfer! normalise : T)^{G') 
coincide avec la restriction a {G') du facteur de transfer! normalise A : D{G') —> C^. 
On en deduit que pour toute fonction / G {G{F)), si une function f' G C^{G'{F)) est 
un transfer! de fp alors c’est aussi un transfer! de /. Autrement dit I’liomomorphisme de 
transfer! 

I{G{F),uj)^ SliG'iF)), f°' 

coincide avec la composee de I’homomorpliisme terme constant 

I(G{F),lu) ^ I{M{F),uj), f ^ 
et de I’homomorpliisme de transfer! 

i(m{F),w) SI{G'{F)), h^h^'. 


On definit comme en [2jr homomorphisme terme constant (suivant {P,u)) 

G^{G{F)) ^ G^{M{F)), f ^ fp,^. 

Notons P-Km I’algebre des fonctions complexes sur M{F) qui sont bi-invariantes par Km et 
a support compact, et I’algebre des fonctions polynomiales sur M yi <p <Z ^M qui sont 
invariantes par conjugaison par M. On a un diagramme commutatif 


T-Lk -^ 



F-Km -^ Tif 


oil les fleches horizontales sont les isomorphismes de Satake, la fleche verticale de gauche est 
donnee par I’homomorphisme terme constant, et la fleche verticale de droite est donnee par 
la restriction k M yi cf) des fonctions sur G y cf. On a aussi un diagramme commutatif 


Kkm 
bu 
He 


njM 

■ 


■H', 




obtenu en remplagant G par M dans le diagramme de l2.8l Puisque b — bM°a,, on a 6 = bM°CL. 
Soit / G Hk, et soit /' = b{f) = bM{fp,u,). On a 

(f * ^k)p,uj ~ fp^‘^ * ^Km’ f)p,uj ~ ^Km * 

On en dMuit que si/'*! = 1^,*/'est un transfer! de(resp. de 

alors c’est un transfer! de /* 1^ (resp. de 1^ *u}~^f). II sufHt done de prouver le theoreme 

2 dans le cas ou G' est une donnee endoscopique non ramifiee elliptique pour {G,a). 


3. Version spectrale du theoreme 

3.1. Caracteres temperes de {G{F),ljj). — Toutes les representations considerees ici 
sont supposees lisses et a valeurs dans le groupe des automorphismes d’un espace vectoriel 
sur C. On appelle representation de {G{F), oj) la donnee d’une representation (tt, V) de G{F) 
et d’une application 


n : G{F) Autc(P) 
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verifiant 

T( 5 < 5 g') = w{g')-K{g)^{5)-K{g'), g, g' € G{F), S G G{F). 

Ainsi pour chaque S G G{F), I’operateur 7r(5) entrelace oitt = 7 r®a;et7 r'* = 7 ro Intj. 

Soit (tj-tt) — on dira aussi simplement tt — une repr&entation de {G{F),ljj), d’espace V. 
Pour 2 G C ^, on note (tVjZtt) la representation de {G{F),ljj) donnee par 

( 2 t)( 7 ) = 2 ^( 7 ), 7 G G{F). 

Pour / G G^{G{F)), on note ^{fdj) G Endc(P) I’operateur defini par 

^{fdy){v) = f /(7)T(7)rf7; 

Ja(F) 


ou dy est la mesure positive G(-F’)-invariante (a gauche et a droite) sur G{F) normalisee par 
K, c’est-a-dire telle que vo^A, dy) = 1. Si la representation tt de G{F) est admissible, alors 
cet operateur est de rang fini, et Ton pent definir sa trace 0s = trir, qui est une distribution 
sur GiF) : 

es(/) = trmfdy)), f G Cr(G(F)). 

Pour 2 G , on a 

02S — 2:©s • 


Si la representation tt est de longueur finie (c’est-a-dire admissible et de type fini), alors on 
salt M que la distribution 0 s est donnee par une function localement constante, disons 
0s, sur Greg(P') = {7 G G{F) : Dg( 7 ) yf 0}. Puisque F est de caracteristique nulle, on 
sait aussi m que cette function 0s est localement integrable sur G{F) : pour toute function 
/ G Gr(G(P’)), on a I’egalite 

0 #(/) = f f{l)S*{l)dy\ 

Jg(f) 

ou I’integrale est absolument convergente. Notons que la distribution 0s depend du choix 
de la mesure dy, mais que la fonction 0 s n’en depend pas. 

Une representation (tt, tt) de G{F) est dite unitaire s’il existe un produit scalaire hermitien 
defini positif sur I’espace de tt tel que pour tout 7 G G{F), I’operateur TT{y) soit unitaire. Si 
(tt, tt) est unitaire, alors pour tout 2 G U, la representation (tt, ztt) est encore unitaire. Si tt 
est irreductible et temperee, on pent toujours trouver un 2 G tel que (tt, 27f) soit unitaire 
— on dit alors que (tt, 27f) est G(P’)-irreductible et temperee. 

Pour un caractere A de T{F), c’est-a-dire un homomorphisme continu A : T{F) —^ C’^, 
on note is (A) la serie principale associee a A, c’est-a-dire I’induite parabolique normalisee 
de A a G{F) suivant B{F). Si le caractere A est unitaire, alors is(A) est une representation 
semisimple et temperee de G{F). 

Soit Ki un sous-groupe hyperspecial de G{F). Une representation irreductible {tt,V) de 
G{F) est dite Kispherique si le sous-espace de V forme des vecteurs Ai-invariants, est 
non nul. Soit tt une representation irreductible Ai-spherique de G{F). Alors tt est isomorphe 
a un sous-quotient d’une serie principale IbW pour un caractere non ramifie A de T{F) 
uniquement determine a conjugaison pres par Ng{T){F), et si de plus tt est temperee, alors 
ce caractere A est unitaire. 


Remarque 1. — Soit {tt,tt) une representation de {G{F),u!), et soit Ki un sous-groupe 
hyperspecial de G{F). Puisque le caractere uj de G{F) est trivial sur Ki, si tt est irreductible 
et Ai-spherique, alors pour G Ng(f){Ki), I’automorphisme 7f((5i) de I’espace U de tt 
induit par restriction un automorphisme de . 
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Remarque 2. — Soit A un caractere unitaire de T{F), et soit tt une sous-representation 
irreductible de is(A). Si tt se prolonge en une reprfeentation (7r,7r) de {G{F),uj), alors 
I’ensemble 

= {<5 G G{F) : Int,(r) = T, A" = ^A} 

n’est pas vide, et c’est un espace principal homogene pour la multiplication a gauche (ou a 
droite) de 

Ng(f){X) = {5 G G{F) : Int,(r) = T, A« = A}. 

Notons qu’il n’est en general pas possible de prolonger A en un caractere A de T{F), ou 
(rappel) T est le normalisateur de {B,T) dans G. 

On note : 

- D{G{F),ljj) I’espace des distributions sur G{F) qui sont des combinaisons lineaires 
(finies, a coefficients complexes) de traces 0s ou (tt, tt) est une representation de 
{G{F),ljj) telle que tt est une representation irreductible temperee de G{F ); 

- Z?"’'(G(F),cj) I’espace des distributions sur G{F) qui sont des combinaisons lineaires 
de traces 0s ou (rr,-?!) est une representation de {G{F),uj) telle que tt est une sous- 
representation irreductible d’une serie principale i%{X) pour un caractere unitaire non 
ramifie A de T{F ); 

- {G{F),uj) I’espace des distributions sur G{F) qui sont des combinaisons lineaires 
de traces 0s ou {tt,tt) est une representation de {G{F),ljj) telle que tt est une repre¬ 
sentation irreductible temperee ^L-spherique de G{F). 

On a done les inclusions 

D^{G{F),lu) C D'^\G{F),uj) C D{G{F),uj). 

On note aussi : 

- Z?'^™(G(-F), w) I’espace des distributions sur G{F) qui sont des combinaisons lineaires 
de traces 0s ou (tt, tt) est une representation de {G{F),uj) telle que tt est une represen¬ 
tation irreductible temperee de G{F) qui n’est isomorphe a aucune sous-reprfeentation 
irreductible d’une serie principale is (A) pour un caractere unitaire non ramifie A de 
T{F). 

On a la decomposition 

(1) D{G{F),uj) = Z?“"(G(F),a;) © D^^^{G{F),uj). 

Notons que D{G{F),ljj) est aussi I’espace des distribution sur G{F) qui sont des combinaisons 
lineaires de traces 0s ou tt est une representation G(f )-irreductible temperee de {G{F),uj). 
Pour * = ram, nr, K, On note 

p* ■.DiG{F),u;)^D*{GiF),uT) 

la projection naturelle (application lineaire) qui envoie 0s sur 0s si it est une representation 
G(-F)-irrMuctible temperee de {G{F),ljj) telle que 0s £ D*{G{F),ljj), et sur 0 sinon. 

3.2. Parametres de Langlands. — Soit A un caractere non ramifie de T{F), e’est-a-dire 
un homomorphisme de T{F)/T{F)i dans C^, ou 

T{F)r = r(F) nr(P"'')i 

est le sous-groupe compact maximal de T{F). Pour t G r(P’"^), notons u{t) I’element de 
Hom(X(r),Z) donne par 


!^(i)(x) = VF{x{t))- 
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L’application 1 1 —>■ v(t) ainsi definie induit un isomorphisme de T{F)/T{F)i sur 

Hom(X(r),Z)‘^ ~ X{T)* ~ X{f)'^. 

On en deduit isomorphisme 

(1) Hom(r(F)/r(F)i,C^) ^ Hom(X(f’)‘^,C^) = f/(l - 0)(f'), 
qui n’est autre que la restriction de la correspondance de Langlands locale 

Hom(T(F),C’') ~ R^{WF,f) 

pour le tore T (ici Horn designe le groupe des homomorphismes continus, et le groupe 
des classes de 1-cocycles continus). A un caractere non ramifie A de T{F) est associe via 
I’isomorphisme (1) un L-homomorphisme (continu) ipj^ : Wf —>■ bien defini a conjugaison 

pres par T, et un L-homomorphisme 

ifix - Wf ^ ^ ^G. 

Par construction, le parametre ipA est non ramifie (c’est-a-dire que son image contient If), 
et il est tempere (c’est-a-dire que son image est bornee) si et seulement si le caractere A est 
unitaire. D’autre part, pour un caractere unitaire non ramifie A de T{F), la serie principale 
i% (A) a une unique sous-representation irreductible Tf-spherique. On en deduit une bijection, 
disons If 1 -^ TV;p, entre : 

- les classes de G-conjugaison de parametres de Langlands (p : WV —>■ ^G qui sont 
temperes et non ramifies ; 

- les classes d’isomorphisme de representations irreductibles de G{F) qui sont temperees 
et A'-spheriques. 

Via I’isomorphisme de Satake Hk —>■ Hc/y, f f, cette bijection est donnee par 

( 2 ) = 

ou est la distribution trvr,,, sur G(L’) definie par la mesure de Haar dg (normalisee par 
Yo\{K,dg) = 1). 

Soit TT une representation irreductible de G{F), temperee et if-spherique, de parametre 
(p : Wf —>■ ^G. Supposons que vr se prolonge en une representation (vr, if) de {G(F),uj). 
Ecrivons K = KS = SK pour un <5 G NG(F)iK) — par exemple S = So- L’operateur Tr{5) 
entrelace ujtv et tt'*. Les representations unv et de G{F) sont encore irreductibles, temperees 
et AT-spheriques. Or lott a pour parametre a ■ ip ou a : Wf ^ ^{G) est un cocycle dans la 
classe de cohomologie a, et tt'* a pour parametre ^9 o (p. Posant 

Syy,a = {g ^ G9 : Intg o tp = a - tp}, 

on obtient une bijection entre : 

- les classes de G-conjugaison de parametres de Langlands (p ■. Wf ^ ^G qui sont 
temperes, non ramifies, et tels que S,p^a n’est pas vide; 

- les classes d’isomorphisme de representations irreductibles de G{F) qui sont temperees, 
AT-spheriques, et se prolongent en une representation de {G{F),uj). 

Remarque 1. — Pour une representation irreductible temperee A'-spherique (tt, V) de 
G{F), on salt que I’espace est de dimension 1. Si de plus tt se prolonge en une repre¬ 
sentation TV de {G{F),uj), on pent normaliser tt en imposant que la restriction de tv{S) a 
soit I’identite, c’est-a-dire que ©*(1^) = 1. Alors pour toute classe de G-conjugaison de 
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parametres temperes non ramifies ip : Wf ^ tels que S^p^a n’est pas vide, notant tt,,, le 
prolongement normalise de a {G{F), lj), on a I’egalite 

Remarque 2. — Supposons que G est a torsion interieure, c’est-a-dire tel que pour tout 
(i.e. pour un) 5 £ G, Tautomorphisme Inta de G est interieur. Supposons aussi que cj = 1. 
L’ensemble Z{G, £) attache a la paire de Borel epinglee £ de G est en fait independant de 
£ (c’est I’ensemble des 5 £ G tels que Int^ est I’identite). En particulier = 1 et 0 = 1. 
Ecrivons K = K5o = &oK, 6o £ T{F) — cf. ^ Puisque la restriction de Int^^ a T coincide 
avec celle de = 1, c’est I’identite. Ainsi tout caractere unitaire A de T{F) se prolonge en 
un caractere A de T{F), et toute representation irreductible temperee AT-spherique de G{F) 
se prolonge a G{F). Cela correspond au fait que pour un parametre tempere non ramifie 
(p ■. Wf ^ ^G, I’ensemble 

Sp, = {g £ G ■■ Intg o p = p} 
n’est pas vide (d’ailleurs c’est un groupe!). 

3.3. Transfert spectral. — Soit G' = {G', S^ s) une donnee endoscopique elliptique non 
ramifiee pour (G, a), et soit {K', K') un sous-espace hyperspecial de G'{F) associe a (AT, AT). 
On definit comme en l3.2l (pour = 1) les espaces 

D^'{G'{F)) C £>““'(G'(A’)) C D{G\F)) 
et pour * = ram, nr, K', on note 

p* : D{G'{F)) ^ D\G'{F)) 

la projection naturelle. On fixe comme en l2.6l un isomorphisme 9^ — ^G'. Soit p' -.Wf ^ ^G' 
un A-homomorphisme tempere et non ramifie. On lui associe un A-homomorphisme 

V? : VEf ^ ^G' ~ 9' -A ^G. 

Soit tt' une representation irreductible temperee A''-spherique de G'{F) associee a p', que 
Ton prolonge en une representation (n', f) de G'{F). C’est possible d’apres la remarque 2 
de l3.2l puisque G' est a torsion interieure. Rappelons que pour {g', in) G 9^ on a 

Ints(c?',ui) = {g'a{w),w). 

Par consequent I’ensemble S^p^a n’est pas vide (il contient s). Soit tt une representation 
irreductible temperee AT-spherique associee a p, que Ton prolonge en une representation 
(tt, tt) de {G{F),oj). On normalise ces prolongements de telle maniere que 

05(1^) = 05,(1^,)■ 

D’apres les remarques 1 et 2 de [321 on a I’egalite 

(1) 0 ff(/*i^) = 0y(6(/)*i^,), f&nK. 

L’egalite (1) definit par linearite une application de transfert spectral (spherique) 

t = : D^'{G'{F)) -A D^{G{F),uj). 

D’autre part, notons SD{G'{F)) le sous-espace de D{G{F)) forme des distributions qui 
sont stables. D’apres |Moe| . qui generalise au cas tordu le resultat d’Arthur [^, I’application 
de transfert geometrique 


I{G{F),io)^ SI{G'{F)) 
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definit dualement une application de transfert spectral (usuel) 

T = Tg, : SD{G'{F)) ^ D(G{F),ij). 

Pour toute paire G G^{G{F)) x G^{G'{F)) tel que /' soit un transfert de / (12.711 . 

on a I’egalite 

( 2 ) T(e')(/) = e'(/'), e' g 5z?(g'(f)). 

Remarque. — Ces deux liomomorphismes de transfert spectral 

t : D^'iG'iF)) ^ D^{G{F),lo), T : SD{G'{F)) ^ D{G{F),uj), 

dependent du choix du sous-espace hyperspecial {K, K) de G{F), qui determine la classe de 
conjugaison dans Gad(^’) du sous-espace hyperspecial {K',K') de G'{F), et le facteur de 
transfert normalise A : T){G') —>■ C^. 

Le theoreme 2 de 12.81 pour la donnee G' = (G', S', s) equivaut au theoreme suivant. 
Theoreme. — Le diagramme suivant 

SD{G'{F)f -^ D{G'{F)) D^' (G'(F)) 

T t 

DiGiF),uj) -^ D^{GiF),w) 

est commutatif. 

3.4. Transfert spectral elliptique. — Reprenons les notations et les definitions de wm 
Soit M G C{T,lo). Choisissons une paire parabolique {P,M) de G, semi-standard et definie 
sur F, telle M = Mp. Pour une representation (u, ct) de {M{F),uj), notons ip(a,a), ou 
simplement I’induite parabolique normalisee de {o',a) a G{F) suivant P{F). C’est 

une representation de {G{F),iu), et la reprfeentation de G{F) sous-jacente est I’induite 
parabolique normalisee ip{o) de cr a G{F) suivant P{F). Soit {Q,M) une autre paire 
parabolique semi-standard de G, definie sur F et telle que Mq = M. On definit de la 
meme maniere I’induite parabolique normalisee i%{o,o) de {o,o) a G{F) suivant Q{F). Si 
de plus la representation o de G{F) est admissible, alors on a I’egalite des traces 

0*1(5-) = 0i|(a). 

D’ou une application lineaire 

i% : D{M{F),u;) ^ D{G{F),u;), 

donnee par 

= Oif (5) 

pour toute representation {o,o) de {M{F), uj) telle que o est une representation irreductible 
temperee de M{F), et toute paire parabolique semi-standard (P, M) de G, definie sur F et 
telle que Mp = M. 

Dans |W1 2 .12] est defini un sous-espace Deii(G,a;) de D{G{F),u)), identifie dans [M 
1.7] a I’espace des distributions sur G(F) qui sont des combinaisons lineaires de traces ©fr ou 
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TT est une reprfeentation G(-F)-irreductible supertemperee de {G{F),uj). Pour M G L{T,uj), 
on a aussi un sous-espace Dg\\{M{F),uj) de D{M{F),ijj). Le groups 

Ng(f){M) = {g€ G(F) : Int,(M) = M} 

opere naturellement sur D{M{F),uj) : pour n £ Ng(f){M) et 0 G D{M{F),lj), on note "0 
la distribution sur M{F) donnee par 

"0(/)=a;-i(n)0(n, r = /oInt„, f £ {M{F),w). 

Cette action se factorise en une action de 

W°(M) = Ng(f)(M)/M{F) 

sur D{M{F),uj), qui stabilise Dsn{M{F),uj). On note D^\\{M{F),uj)^ le sous-espace 
de Dg\\{M{F),uj) forme des invariants sous Posons W = W'^{T). Ce groups opere 

naturellement, c’est-a-dire par conjugaison, sur I’ensemble L{T,uj). D’apres la proposition 
de IWl 2 .12], on a la decomposition en somme directs 

(1) D{G{F), uj) = 4(r»eii(M(F), W), 

ou L{T,uj)/W designs un systems de representants des VP-orbites dans L{T,uj). 

Remarque 1. — Supposons que G est a torsion interieure, et que w = 1. Alors a tout 
F-Levi M de G est associe un f-Levi M de G : on choisit un sous-groupe parabolique P 
de G, defini sur F et de composante de Levi M, et Ton pose M = Ng{P, M). Get espace 
M depend seulement de M, et pas du choix de P. Ainsi I’ensemble ■C{T) des f-Levi semi¬ 
standards de G s’identifie a I’ensemble L{T) des F-Levi semi-standards de G, et W est le 
groups de Weyl W de G. Pour M £ -C(T), on pose 

SD,n(M{F)) = SD{M{F)) n Z?eii(M(F)). 

Le groups W^{M) stabilise SDen{M{F)). On note SDen{M{F))^ le sous-espace de 
SDeu{M{F)) forme des invariants sous VP®(M). Alors d’apres le corollaire de [Moel 2.1], 
la decomposition (1) entraine la decomposition 

(2) SD{G{F)) = ©Mec(T)/w 

Soit G' — (G',S^s) une donnee endoscopique elliptique non ramifies pour {G,a). On 
pose G' = Gs- On fixe des paires de Borel epinglees compatibles £ = {B,T, G 

et £' = (i3',T',{K}^gA') de G', et I’on normalise les actions galoisiennes a i—>■ ctg sur G 
et a I— >■ (jQ/ sur G' de maniere a ce qu’elles preservent ces paires — cf. IMI On a aussi un 
automorphisme 0 de G qui preserve £ et commute a Taction galoisienne a i—>■ ctg- Rappelons 
que Telement s appartient a T6. Soit {B',T') une pairs de Borel de G' definie sur F, et soit 
T' le normalisateur de {B',T') dans G'. Puisque G' est a torsion interieure, Tespace T' ne 
depend pas du sous-groupe de Borel B' de G', defini sur F et de composante de Levi T'. En 
fait on a 

f' = T' Xz(G) Z(G, £)) (= T' Xz^G') Z(G', £)). 

D’apres la remarque 1, on a decomposition en somme directs 

(2)' SDi&{F)) = 

ou M' est le E-Levi semi-standard de G' associe a M' (il est donne par M' = Ng'{P\ M') 
pour un sous-groupe parabolique P' de G', defini sur F et de composante de Levi M'). 
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D’aprfe le theoreme de |Mcel 3], le transfert spectral (usuel) T(3/(0') d’une distribution 
0' G SDeii{G'(F)) appartient a Deii{G{F),Lj). D’ou une application de transfert spectral 
elliptique 

Te'eii : SDm{G'{F)) ^ Dm{G{F),u). 

D’ailleurs dans m puis |Moe| . c’est cette application de transfert spectral elliptique qui est 
etablie en premier, et ensuite etendue a SD{G'{F)) grace aux decompositions (1) et (2)'. 

Soit M' G C{T'). Quitte a remplacer M' par un conjugue par un element de W', on 
pent supposer que c’est un f-Levi standard de G', c’est-a-dire qu’il existe un sous-groupe 
parabolique P' de G', defini sur F et de composante de Levi M', qui contient B' (on a done 
P' = M'Ub')- Soit M' = Ng'(P',M') le P~Levi de G' associe a M'. Soit la paire 

parabolique standard — c’est-a-dire contenant {B',T') — de G' associee a {P',M'). Elle 
est definie sur F. Remplagons G' par M' dans les constructions de l2.10l Notons M, M, M 
les commutants de dans G, ^G, ^G. Le groupe M est un sous-groupe de Levi 

semi-standard de G, defini sur F et ^-stable. Fixons un cocaractere x G en 

position generate. II determine un sous-groupe parabolique P de G, engendre par M et les 
sous-groupes radiciels de G associes aux racines a de T telles que {a, x) > 0. Posons ‘J’ — PM 
et y — PM. D’apres |Stab II 3 .4], le couple (IP, M) est une paire parabolique de ^G : on a 

7 = PxWf, M^MxWf, 

IP est le normalisateur de T dans ^G, M est le normalisateur de (IP, M) dans ^G, et IP n’est 
pas vide (il contient s). D’apres |Stab II 3.1, (4)], la paire (P, M) est conjuguee dans G a 
une paire parabolique standard de G, definie sur P et ^-stable. Quitte a effectuer une telle 
conjugaison, on pent supposer que la paire (P, M) est elle-meme standard, definie sur P et 
0-stable. Alors on a 

7 = {P xWF)^e, M = (MxWf)^0. 

A (P, M) correspond une paire parabolique standard (P, M) de G, qui est definie sur P et 
0£-stable (cf. la remarque de l2.9ll . Soit {P,M) la paire parabolique standard de G associee 
a (P, M), c’est-a-dire que P = Ng{P) et M = Ng{P, M). Elle est definie sur P, et I’on a 

P=P5o, M = MSa. 

L’espace tordu (M, M) verifie les trois hypotheses de 12.11 Le groupe M s’identihe au L- 
groupe ^M, et M s’identifie au L-espace tordu = ^M^6. Notons om I’image de a par 
I’homomorphisme naturel 

yP{Wf, Z{G)) B\Wf, Z{M)), 

c’est-a-dire la classe de cohomologie (non ramifiee) correspondant au caractere lu restreint 
a M{F). Posons M' = H M. Alors M' = {M',M', s) est une donnee endoscopique non 
ramifiee pour {M,aM). Puisque 

Z{M'f^'° = [Z{Mff’^’°, 

cette donnee est elliptique. D’apres la paire {Km, Km) definie par 

KM = Kn M(P), Am = p n M(P) (= KmSo = <5oPm), 

est un sous-espace hyperspecial de M{F). Soit T)^ {M') le sous-ensemble de M' (F) x M{F) 
obtenu en remplagant {G,G') par {M,M') dans la definition de D{G'). D’apres le lemme 
de [Stab II 6.2], I’ensemble CD^(AL') n’est pas vide. D’aprfe [Stab II 6.2, 6.3], a {Km, Km) 
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sont assocife un sous-espace hyperspecial K'j^) de M'{F), bien defini a conjugaison 

pres par et un facteur de transfer! normalise 

En remplagant G par M dans la relation (2) de 12.61 on voit que le caractere uo est trivial 
sur Z{M\FY^. La paire {M,aM) verifie done les trois hypothfees de 12.61 En particulier le 
E"Levi M de G appartient a C{T,uj). 

En remplagant (G,G') par iK,K) par {Km, Km) et {K',K') par {K'm,Km), 

dans les definitions de t, T, , p'^ , on definit les homomorphismes de transfer! spherique 
et usuel 

t" = . dK'^(m'{F)) D^^{M{F),u), 

rj,M ^ rj,M^ . gj;)(^M'{F)) ^ D{M{F),uj), 
et les projections naturelles 

: D(M{F),uj) D^^{M{F),lo), 

p^’’^ : D{M'{F)) D^'^{M'{F)). 


Lemme. — On a : 

(i) =p^o4ot^op'^M ■.D{M'{F))~^D^{G{F),oj). 

(ii) T o = i| o : SD{M'{F)) ^ D{G{F),u). 

(iii) p^oi%=p^oi%op^M ,d{M{F))^D^{G{F),oj) 


Demonstration. — Prouvons (i). L’homomorphisme de transfer! spectral spherique est 
donne par 

t^{Q'){h*l^J = Q'{bM{h) * 0' G D^'^{M'{F)), heUKM, 

ou bM ■ Hkm I’homomorphisme defini comme en 12.81 en remplagant (G, G') 

par {M,M') et {K,K') par {Km,K'm). Pour 0' G D(M'{F)) et / G Hk, on a 


K ‘G iM /K'jir f /^f\ ( p -1 \ 

p o^~ot op "(0)(/*l^) = 


p'^'M{Q'){bM{fp,u,) * 1k^) 
Q'{bM{fp,u:) * Ijf' )• 


On a les diagrammes commutatifs suivants 

T-Lk — H4, , 'Hk^ 
b 

Hk' -^ K's Hi 


'XjM' 

■ 
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oil les fleches horizontales sont les isomorphismes de Satake, et les fleches b et 6 m sont les 
homomorphismes de restriction. On a aussi les diagrammes commutatifs snivants 


Hk 


, 'Hk' 



a 


a 


a 


a 




on les fleches horizontales sont les isomorphismes de Satake, les fleches a et a' sont les 
homomorphismes terme constant (suivant {P,uj) et suivant P'), et les fleches a et a sont les 
homomorphismes de restriction. Puisque a' ob — 6 m o a, on a 



Par consequent 6 m(6p,„) = b{h)pi, et 




= e'((6(/)*i^,)p,) 

= i%,{e'){b{f)*i^,) 



ce qui demontre (i). 

Prouvons (ii). L’homomorphisme de transfert spectral usuel est donne par 

T*^(e')(6) = e'(6'), ©' e sd{m'{f)), h e c^{m{f)), 

on h' £ CT(M'{F)) est nn transfert de h. Pour 6' G SD{G'{F)) et f £ C^{G{F)), si 
/' £ C^{G'{F)) est un transfert de /, alors le terme constant /-, £ C^{M'{F)) de /' 
(suivant P') est un transfert de et 



Prouvons (iii). Pour 0 £ D{M{F)) et f £ Hk, puisque (/ * 1 k)p „ = fp,u, * 


dans Hkm * 1 Km ’ 


oi‘F{e){f*lK) = e((/*lA)p_„) 


p " oe((/*iK)p,^) 

° ° {Q){f * ^k) 


ce qui demontre (iii). 


□ 
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D’apres le lemme, si le diagramme suivant 


(3) 


SD^n{M'(F))^ -^ D{M'(F)) D^'m{M'{F)) 


Deu{M{F),uj) 


■D^^{M{F),w) 


est commutatif, alors le diagramme suivant 


(4) i|,(SZ?en(M'(F)))C- 

T t 

i|(£>eii(M(F). a;))-^ D^{G{F),uj)) 

Test aussi. 

Rappelons que le groupe de Weyl W' de G' s’identifie a un sous-groupe de . Comme 
est contenu dans W = Nc(F)iT)/T{F), I’application 

£(T') ->■ L(f,uj), M' 

induit par passage aux quotients une application 

L{T')/W' L{f,Lo)/W, M' i-A M. 

D’apres les decompositions (1) et (2)', si pour chaque F-Levi M' G L{T'), le diagramme (3) 
est commutatif, alors le diagramme du theoreme de ld.SI l’est aussi (i.e. le theoreme est vrai). 
On est done ramene a prouver que le diagramme suivant 

(5) 5£>eii(G'(F))C-^ D{G'{F)) D^' {G'{F)) 

T t 

£»eii(G(f^),a;)- — - ^D^{G{F),lo) 

est commutatif. 


Remarque 2. — Soit a : Wf — >■ Z{G) un cocycle dans la classe de cohomologie a. Alors 
a,M '■ Wf — >■ Z{G) ^ Z{M) est un cocycle dans la classe de cohomologie om - D’apres 
[321 on a une bijection ifiM >—>■ entre les classes de M-conjugaison de L-homorphismes 
ifM ■ Wf —>■ qui sont temperes, non ramifies, et tels que I’ensemble 

G 1^0 . Int^ o — Ujvr ■ V^iVf} 

n’est pas vide, et les classes d’isomorphisme de representations irreductibles de M{F) qui 
sont temperees, i^M-spheriques et se prolongent en une representation de {M{F), oj). On 
note le prolongement de ^ {M{F),lj) normalise comme dans la remarque (1) de 
[321 e’est-a-dire par ~ Pour un L-homomorphisme (pm '■ Wf —> ^M, on 

note (p^ ■. Wf ^ ^G le L-homomorphisme obtenu en composant pM avec ^ ^G. Si 
Pm est tempere et non ramifie, alors p'^ Test aussi. D’autre part pour p = p'm, on a I’egalite 

Sipj^,aM ~ n MO. 
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Si de plus n’est pas vide, alors Sip^a ne Test pas non plus, et Ton a 

ou Tip est le prolongement de a {G{F), lj) normalise par = 1- 


4. Reduction an cas ou la donnee endoscopique est un tore 

4.1. Des decompositions. — Les arguments permettant de prouver la commutativite du 
diagramme (5) de l3.4l ont ete brievement decrits dans I’introduction. Ces arguments utilisent 
des resultats fins qui seront prouves dans la section 5, ainsi que les decompositions des espaces 
Deii{G{F),ij) et SD(G'(F)) en partie non ramifiee et partie ramifiee, qui seront demontrees 
plus loin. On donne ces decompositions dans ce numero, de maniere a fixer les notations. 

Pour * = ram, nr, on pose 

D:n{G,uj) = D,n{G{F),u;) n D\G{F),uj). 

La decomposition (1) de 13.31 donne par restriction une decomposition fcf. 14.311 

(1) z3eii(G(F),cd) = r»S(G(F),^)©r»a”(G(F),^). 

De meme, si G' = {G', G, s) est une donnee endoscopique elliptique non ramifiee pour (G, a), 
on pose 

SD:^,{G'{F)) = SD,n{G'{F)) n Z?‘(G'(F)), * = ram, nr. 

Alors on a la decomposition (cf. 14.811 

(2) 5L>eii(G'(F)) = SDlli{G'{F)) © S{G'{F)). 

De plus, on distingue deux cas : ou bien G' n’est pas un tore, auquel cas SDg{i{G'{F)) = {0} ; 
ou bien G' = T' est un tore, auquel cas pour * = nr, ram, on a SD*ii{T'{F)) — D*{G'{F)) 
et la decomposition (2) n’est autre que la decomposition (1) de 13.31 Les resultats fins de la 
section 5 concernent le cas ou le groupe G' est un tore. Ils sont utilises en 14.121 pour prouver 
la commutativite du diagramme (5) de l3.4l fpour tout G'). 

4.2. R— groupes tordus. — Rappelons les constructions de [W1 2.8-2.12]. Soil M un F~ 

Levi semi-standard de G, et soit a une representation irreductible et de la serie discrete de 
M{F). On note I’ensemble (note dans loc. cit.) des couples (A, 7 ) ou A est 

un automorphisme unitaire de I’espace Va- de ct et 7 est un element de Nq^p~^{M) tels que A 
entrelace = a o Int.y et ojcr = a; © ct, c’est-a-dire tels que 

CT(IntT.(m)) o A = aj(m)A o CT(m), m(zM{F). 

Le groupe !N'®(ct), defini de la meme maniere en remplagant (G,aj) par (G, 1), opere a gauche 
et a droite sur !N''^’“(ct) par 

W‘^(ct) X ^*^’“((7) X 3M'^(ct) ^ K‘^’“(ct), 

((A',n'),(A,7),(A",n")) ^ (a;(n")A'o A o A", nV")- 

Cela fait de I’ensemble ]M'^’“(ct), s’il n’est pas vide, un espace tordu sous W®(ct). 

Soit P un sous-groupe parabolique de G defini sur F et de composante de Levi M. On 
peut former I’induite parabolique normalisee tt = de ct a G{F). C’est une representation 

temperee de G{F). A tout element (A,n) de ^*^(( 7 ) est associe en IWl 1.9 - 1 . 11 ] un operateur 
d’entrelacement normalise rp{A,n) de I’espace de tt, c’est-a-dire tel que 

rp(A, n) o 7r(g) = 7r(g) o rp(A, n), g G G(F). 
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L’application {A, n) i—>■ rp{A,n) est une representation unitaire de IN'® (ct), et si Ton remplace 
P par un autre sous-groupe parabolique P' de G defini sur F et de composante de Levi M, 
alors les representations rp et rpi de IN®(cr) sont equivalentes. Le sous-groupe de IN®((t) 
forme des {A,n) tels que rp(A,n) est I’identite de Kr ne depend done pas de P. On le note 
IN®((j). Ce groupe IN®(cr) contient M(F), identifie a un sous-groupe distingue de IN®(cr) via 
I’application m i—>■ {a{m),m). Notons le groupe quotient IN®(cr)/M(_F), et VL®(cr) le 

groupe quotient No(f){o')/M{F), ou Ton a pose 

NG(F)i^) = {<; e G{F) : gMg-^ = M, ^ a}. 

La projection sur le second facteur induit une suite exacte courte 

(1) 1 U^-W®(a)->■ VK®(a)->• 1, 

ou (rappel) U est le groupe des nombres complexes de modules 1. Via cette suite, le groupe 
quotient N®(cr)/M(_F) C W®(ct) s’identifie a un sous-groupe distingue de TV®((j), disons 
W®(ct). Posons 

K®(cr) = W®(a)/Wo°(a), i?®(a) = {o)/W^ [a). 

Alors R'^{a) est le J?-groupe de cr, et la suite (1) induit une suite exacte courte 

(2) 1 U^-K®(a)7?®(a)1. 

La representation rp de IN®(cr) se quotiente en une representation de Di®((T) telle que tout 
element 2 £ U opere sur V-n par rhomothetie des rapport 2 . Une representation verifiant une 
telle condition d’homothetie est appelee V-representation. On note Irr(Dl®((j)) I’ensemble 
des classes d’isomorphlsme de U-representations irreductibles de lR®((j). D’apres la theorie 
du _R-groupe, il existe une bljection p i—>■ tt^ de Irr(lR®((j)) sur I’ensemble Ila- des classes 
d’lsomorphisme representations irreductibles de G{F) qui sont des sous-representations de 
TT (= ip{a)), de sorte que la reprfeentation rp g) tt de lR®(o') x G{F) se decompose en 

(3) rp(g)7r~©pgi„(3jG(,^))P(8)7rp. 

La correspondance p i—>■ tt^ ne depend pas de P — cf. [W1 1 .11], 

Supposons que I’ensemble IN®’“(ct) n’est pas vide. En IWl 2 .8] est defini une application 
Vp de N'®’“(ct) dans le groupe des automorphismes unitaires de I’espace tA verifiant, pour 
(A,7)GN®'“(a) : 

- pour g £ G{F), on a 

(4) 7r(Int^(p)) o Vp(A,7) = Vp(A,7) o (tJ7r)(p); 

- pour (A',n'), {A'',n'') £ IN®((j) tels que (A',n')(A, 7 ) = (A,"f)(A'',n''}, on a 

(5) rp{A',n) o Vp{A,y) = Vp(A, 7 ) o rp(A",n"). 

Les orbites dans IN®’“(cr) pour Taction de M{F) C !N®((j) sont les memes que Ton consldere 
Taction a gauche ou celle a droite. On note 'IV®’‘^((t) Tensemble de ces orbites. D’apres (5), 
les orbites dans 'W®’“(ct) pour Taction de TK®(ct) C 'W®(ct) sont les memes que Ton considere 
Taction a gauche ou celle a droite. On note 1R®’“ (a) Tensemble de ces orbites. C’est un espace 
tordu sous IR®((j). Posons TU®’“((t) = ^g{f) 

Na(F),J^) = {7 e G{F) : Int^(M) = M, ^ u;u}. 
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et = W^’'^{a)/WQ {a). On a une application surjective lR®’“(cr) —>■ 7?®’“(cr) dont 

les fibres sont isomorphes a U. Si g G G{F) est tel que M' = gMg~^ est semi-standard, alors 
notant o' la reprfeentation ^o = o o Int^-i de M'{F), I’application 

->■ (A, 7 ) 

est bijective, et se quotiente en des applications bijectives 

On note encore Intg toutes ces applications, et pour f G on dit que les triplets 

(M, cr, f) et {M', a',lntg{r)) sont conjugufe (par g). 

Une U-representation p de (a) est par definition la donnee d’un couple (p, p) ou p est 
une U-representation unitaire de longueur finie de et p est une application de 3 ?®’“((t) 

dans le groupe des automorptiismes unitaires de I’espace Vp de p verifiant la condition 

p{r'rr") = p{r')p{r)p{r"), f G r', r" G 

On note Irr(lR‘^’“(cr)) I’ensemble des classes d’isomorphisme de U-reprfeentations (p, p) de 
Di‘'’“(cr) qui sont lR‘'(cr)-irrMuctibles, c’est-a-dire telles que p est irrMuctible. Si (p, p) est 
une U-representation de lR‘^’"(cr), alors pour z G U, {p,zp) en est une autre. Tout element 
r de DI‘^’“(ct) determine un U-automorptiisme Intj. de 3 ?®((t) par la formule rr — Intf.(r)f. 
La classe de cet automorphisme Intf modulo les automorphismes interieurs ne depend pas 
du choix de f. On la note 9^. L’application (p,p) 1 —>■ p induit une bijection entre : 

- I’ensemble Irr(lR®’“(cr))/U des orbites de U dans Irr(lR®’‘^(cr)); 

- I’ensemble Irr(lR‘'(CT), 03 j) des classes d’isomorphismes de U-representations irreduc- 
tibles p de 31*^ (cr) telles que p o 03 ^ ~ p. 

Reprenons la decomposition (3) de rp ® tt. Notons 9 la classe de Tautomorphisme Int.y 
de G{F) pour 7 G G{F) modulo les automorphismes interieurs Intg pour g G G{F). Soit 
p G Irr(3?‘^(cr)). D’apres (5), pour (A, 7 ) G N‘^’‘^(cr), I’automorphisme \/p{A,'y) de 14 envoie 
la composante p-isotypique p® iXp sur la composante (p o 03 j)-isotypique (p o 9ji) ® , 

et d’apres (4), on a i^poo^ o 9 ~ uj iSnvp. En particulier, on a Tip o 0 ~ w ® tt^ si et seulement 
si p appartient a Irr(lR'^(CT), 03 j). Supposons que tel est le cas, et choisissons un element 
p G Irr(3?®’“ (cr)) dans la U-orbite correspondant a p. Alors il existe une unique representation 
TTp de {G{F),lu) prolongeant TTp et telle que pour tout (A, 7 ) G 3\r'^’“(cr), la restriction de 
Vp{A, 7 ) a I’espace de p^Hp soit egale a p{r)^np{~f), ou r est I’image de (A, 7 ) dans 'Ji^’‘^{o). 
A multiplication pres par un element de U, la representation (G(E)-irreductible, temperee) 
TTp de {G{F),uj) ne depend que de p, et pas du choix de p. On obtient ainsi une bijection 
p I— >■ [ffp] de Irr(3?‘'(cr), 03 j) sur les orbites de U dans I’ensemble Lla- des classes d’isomorphisme 
de representations temperees de {G{F),uj) telles que tt' est une sous-representation 

irreductibles de tt (= ip(cr)). Comme pour la correspondance p 1 —>■ TTp, cette correspondance 
p I— >■ [ffp] ne depend pas du choix de P (defini sur F et de composante de Levi M). 

En resume, a un triplet (M, cr, p) forme d’un E-Levi semi-standard M de G, d’une 
representation irreductible et de la serie discrete cr de M{F) telle que N®’“(cr) 7 ^ 0, et 
d’un element p G "FF{o,9y.), est associe un element de no-/U — c’est-a-dire une U-orbite 
de classes d’isomorphisme de representations G(E)-irreductibles et temperees de {G{F),uj). 
Cette U-orbite determine une droite dans D{G{F),ijj), que Ton note DM,rj,p- Deux tels 
triplets {M,o,p) et {M', 0 ', p') sont dits conjugufe par g G G{F) si gMg~^ = M', ®cr ~ cr' 
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et = p', oil = p o Intg_i, I’isomorphisme Intg_i : {a') —>■ 3?®(cr) provenant par 

passage au quotient de I’isomorphisme {A,n) i—>■ {A, g~^ng) de sur !N®((t). Notons 

que si p G Irr(K®’“((T)) est un prolongement de p, alors ®p = p o Int^-i G Irr(3?®’“((T')) est 
un prolongement de p', disons p'. De plus posant, posant P' = gPg~^ et vr' = les 

representations Tip et ir^/ de {G{F),u)) sont isomorpties, ou tt^/ est le prolongement de a 
{G{F),uj) associe a p' comme ci-dessus. On obtient ainsi une decomposition 

(6) D{G{F),uj) ©(M,cr,p)/conj. DM,a,p 

OU (M, a, p) parcourt les classes de G(-F)-conjugaison de triplets comme ci-dessus. 

4.3. Triplets elliptiques essentiels. — La decomposition (6) de l4.2l n’est pas compatible 
a rinduction parabolique. Pour en deduire une decomposition de Den{G{F),uj), il faut 
commencer par la modifier IWl 2 .9]. Soit {M, a) un couple forme d’un T-Levi semi-standard 
M et d’une representation irreductible et de la serie discrete a de M{F) telle que 
n’est pas vide. Fixons un sous-groupe parabolique P de G, defini sur F et de composante 
de Levi M, et posons tt = ip(cr). Un element (^4, 7 ) G definit un prolongement 

(tempere) tt = ^A,-y de tt a {G{F), lj) par la formule 

*( 57 ) = 7r(p) o V( 4 , 7 ), g€G{F). 

Cette representation, qui n’est en general pas irreductible (encore moins G(T)-irreductible), 
ne depend pas vraiment de (. 4 , 7 ), mais seulement de I’lmage f de (^, 7 ) dans File 

ne depend done que du triplet r = (M, cr, f), et on peut la noter ttt-. La classe d’isomorphlsme 
de ttt- ne depend en fait pas de P, mais seulement de la classe de G(F’)-conjugaison du triplet 
T (cf. 14.21 pour cette notion de conjugaison). Pour 2 G U, notant zt le triplet (M, cr, zr), on 
a ttzt = zitt. S’il existe un 2 G U \ {1} tel que zr = r~^rr pour un r G lR®(cr) — auquel cas 
on a zft-r ~ n-r et le caractere de ttt- est nul —, on dit que le triplet r est inessentiel. Dans le 
cas contraire, on dit que le triplet r est essentiel. On note S.{G, oj) I’ensemble des triplets r 
qui sont essentiels — il est stable pour I’action de U —, et E{G, oj) = £(G,a;)/U le quotient 
de £(G,cj) par Taction de U. Ce quotient s’identifie a Tensemble des triplets (M, cr, f) ou 
(M, cr) est un couple comme ci-dessus, et r est un element de (cr) qui se releve en un 
element r de lR®’“(cr) tel que le triplet (M, cr, f) est essentiel. 

D’apres la proposition de IWl 2.9], pour T G £(G, cj), la representation tt,- de {G{F),u}) 
— bien definie a isomorphisme pres — a un caractere non nul. Ce caractere definit done une 
droite dans D{G,oj), que Ton note D-r. Cette droite ne depend que de la classe de G{F)- 
conjugaison de Timage du triplet r dans E{G,oj), et d’apres loc. cit., on a la decomposition 

(1) D(G(F),oo)= 0 D. 

rGE{G,u}) /conj. 

ou T parcourt les classes de G(F’)-conjugaison dans E{G,oj). 

On note Aq le plus grand tore de G contenu dans Z(G) et deploye sur E, et Ton pose 
Ag = X{Ag) ®z R ou (rappel) X{Ag) designe le groupe des cocaracteres algebriques de 
Ac- On note Aq le sous-tore de Aq tel que X{Ag) ~ X{Ag)^, ou X{Ag)^ dfeigne le sous- 
groupe de X{Ag) forme des cocaracteres qui sont invariants sous Taction de 6, et Ton pose 
Ag = X(Ag) ®z R. On a done As = Ag- 

Soit (M, cr) un couple forme d’un F-Levi semi-standard M de G, et d’une representation 
irreductible et de la serie discrete cr de M{F). Un element w G TF'^’“(cr) opere naturellement 
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sur Am, et le sous-espace A"^ C Am forme des points fixes sous w contient Aq- On pose 
Wp^^ia) = {«} G : Att = Ac}. 

Un triplet r = {M,a,f) G E{G,uj) est dit elliptique si = {1} — ce qui entraine 

I’egalite _R®’“((t) = W^’‘^{a) — et si f G Wp^{a). Un triplet r G t{G,u>) est dit elliptique 
si son image dans E{G,uj) est elliptique. Soit £eii = £eii(G,u^) le sous-ensemble de £(G,w) 
forme des triplets qui sont elliptiques, et soit i^eii = £eii/U C E{G,uj). L’ensemble E^n est 
stable par conjugaison dans G{F), et le sous-espace De\\{G{E),u)) de D{G{F),uj) introduit 
en EH est defini par 

(2) Z?eii(G(F),a;) = 0 Dr. 

TeBell/conj. 

Rappelons qu’on a fixe une mesure positive G(F)-invariante a gauche et a droite d'y sur 
G{F). Pour T = {M,a,r) G £eii, notons 0,- le caractere 05 .^, c’est-a-dire la distribution 
sur G{F) donnee par 

0.(/) = tT{nr{fdy)), f G Cr{G{F). 

Pour chaque p G Irr(lR‘^(cr, @ 3 ;)), choisissons un prolongement p G Irr(lR‘^’“((T)) de p. Par 
definition de tvt, on a I’egalite 

(3) 0.r = 

p6Irr(3jG(^,eg,)) 

Ainsi, ou bien M = T et a est un caractere non ramifie unitaire de T{F), auquel cas tons 
les caracteres 0*^ apparaissant dans I’egalite (3) sont des elements de D^ii{G(F), oj); ou 
bien Tune des deux conditions precedentes n’est pas verifiee, auquel cas tous les caracteres 
0s- apparaissant dans I’egalite (3) sont des elements de P)gf™(G(P'),ai). Notons £"fi le sous- 
ensemble de £eii forme des triplets r = {T, A, r) tels que A est un caractere non ramifie 
(unitaire) de T{F), et posons £en™ = £eii \ £eii. Pour * = nr, ram, posons E*n = £*ii/lLJ. On 
a done les decompositions 

(4) D^^(G{F), uj) = 0 Dr, Z?S”(G(F),cu)= 0 Dr. 

■^SSJfi/conj. reBff“/conj. 

Cela demontre en particulier la decomposition (1) de l4.ll 

Fixons un caractere unitaire p de Aa{F). Soit D^{G{F),uj) le sous-espace de D{G{F),uj) 
engendre par les distributions 0s ou (tt, fr) est une representation de {G{F), uj) telle que rr est 
une representation irreductible et temperee de G{F) de caractere central ■ Z{G; F) —>• 
prolongeant p. Posons 

D^MG{F),uj) = D^{G{F),lu) n D,n{G{F),uj). 

L’espace £)p^eii(G(F’), oj) est muni d’un produit scalaire hermitien defini positif, defini a I’aide 
de la mesure dj sur G{F) mais qui n’en depend pas [W1 7.3]. On note (■, Op.eii ce produit 
(dans loc. cit., il est note sans I’indice p). Pour r = {M,a,r) G £(G,cu), la representation 
ttt- a un caractere central pr : Z{G',F) —>■ C^, qui n’est autre que la restriction a Z{G;F) 
du caractere central pa : Z{M\F) —>■ de a. Ce caractere pr verifie I’egalite 

(5) (pr o (1 - 6»)) • o; = 1. 

On note S.fj,{G,uj) le sous-ensemble de £(G,a;) forme des triplets r tels que ujr prolonge p. 
On definit de la meme maniere les ensembles i?^(G,cu), etc. Les decompositions (2) 
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et (3) restent vraies si Ton remplace I’indice ?eii par I’indice ?^,eii- Bien stir on a anssi la 
decomposition 

D,n{G{F),uj) = ^ D^,MG{F),uj) 

on fi' parcourt les caracteres unitaires de Ag{F). On munit Dg\i{G{F), oj) du prodnit scalaire 
hermitien defini positif qui est la somme directe des (-jOM'.eii- On note (•, ^eii ce prodnit. 
D’apres le theoreme de IWl 7.3], on a : 

- ponr Ti, 72 £ tels que ri et T 2 ne sont pas conjugnes dans G{F), les droites Dn 

et Dt 2 sont orthogonales ; 

- ponr T = (M, (7, r) £ si t est un relevement de r dans £(G, uj), on a I’egalite 

(6) (e.r,0T)eii = |Stab(i7'^(CT),r)|| det(l - f;yiMMG)|, 

on Stab(i7‘^((T),r) est le stabilisateur de r dans R'^{a) (agissant par conjngaison). 

Remarque 1. — Notons C^usp(G(F)) le sous-espace de G^{G{F)) forme des fonctions 
qui sont cuspidales an sens de IWl 7 .1], c’est-a-dire telles que pour tout M £ £(T, cu) x {G} 
et toute paire parabolique (P, M) de G, semi-standard et definie sur F, telle que Mp = M, 
I’image du terme constant fp ^ dans I{M{F),uj) est nulle. On note /cusp(G(P), oj) I’image de 
G^usp(G(P), w) dans I{G{F),u>). Pour un caractere unitaire p de Ag{F), on note G“(G(P)) 
I’espace des fonctions sur G(P), localement constantes et a support compact modulo Ag{F), 
se transformant suivant fj,~^ sur Ag{F). On note G“cusp(G(^’)) et /^,cusp(G(P),oj) les 
variantes a caractere central des espaces G^cuap{G{F)) et /cusp(G(P),w) — cf. |W1 7.2]. 
L’espace /^,cusp(G(P),est muni d’un produit scalaire hermitien defini positif 
obtenn de la maniere snivante. Fixons une mesure de Haar da sur Ag{F). Pour /i, /2 £ 
G^usp(G(P)), on definit I’expression {lo, fi, f 2 ) comme en [Stab II 4.17] : 

(7) J^{u,h,f2)= f d-\ol{AG{F))\G^{F))lS{y,cu,h)I^{y,iu,f2)dy 

''G(F)ell/conj. 

on (rappel) d^ = [G^(P) : G-y{F)] — on renvoie a loc. cit. pour les autres definitions. D’apres 
|W1 6.6 .(!)], I’integrale est absolument convergente. Bien sur on pent remplacer les fonctions 
fi et /2 par leurs images dans /cusp(G(P), a;). Notons que I’expression (7) ne depend que de 
dg et da, et precisement varie comme dg^da~^. L’application 

Pp:Gr(G(P))^G^(G(P)) 

definie par 

Pp{f){l) = [ f{a.'y)g.{a)da, 7 £ G(P), 

Jag(f) 

est surjective. File induit, par passage aux quotients, un homomorphisme surjectif 

p^-.I{G{F),Lj)^Ip{G{F),u) 

qui envoie 7cusp(G(P),oi) sur /p,cusp(G(P), cj). Pour /i, /j £ /p,cusp(G(P), cj), on choisit 
des elements hi, h 2 £ /cusp(G(P), cj) tels que p^{hi) = /^ {i = 1, 2), et Ton pose 

(8) (/i,/2)M,eii = / J‘^{uj,hi,h^2^)g(a)da; 

JAg(F) 

ou I’element £ Icuap{G{F),uj) est defini par 

^2“'(7) = ^ 2 ( 70 ) =/i2(a7), 1&G{F). 
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L’expression (8) est bien definie — elle ne depend pas des chobc de h\ et /12 — et c’est un 
produit scalaire hermitien defini positif sur Iij,^cusp{G{F),iu). De plus, ce produit ne depend 
que de dg et da, et varie comme dg^da~^. L’espace D^^eii(G(-F), cj) s’identifie, de fagon 
naturelle, a un sous-espace du dual lineaire de J^,cusp(G(-F), cj) : pour 0 G I3p,eii(G(-F), w) 
et / G 7^,cusp(G(f ),a;), on choisit un element h G Jcusp(G(-F), tu) tel que p^{h) = / et Ton 
pose (0,/)p = 0(/i). Pour 0 G £)p,eii(G(F), w), 11 existe un unique tp(0) G 7p,cusp(G(P'), cu) 
tel que 

(0, /)m = MQ), f)pMu f e -rM.cusp(G(F). ca). 

L’application 

tp : DpMG{F),Lo) ^ 7p,cusp(G(F),a;) 

ainsi definie est un isomorphisme antilineaire. II depend de dg et da, et varie comme dadg~^. 
De plus, d’apres IWl 7.2, 7.3], pour 0i, 02 G ,eii(G(7'),uj), on a I’egalite 

(9) (tp(02), tp(0l))p,ell = (01,02)ell. 

Remarque 2. — Supposons que (G, a) est a torsion interieure, c’est-a-dire que I’espace 
tordu (G, G) est a torsion interieure, et que le caractere uj est trivial. On supprime uj dans 
les notations precedentes, et Ton note SIcuspiG{F)) le sous-espace de SI{G{F)) forme des 
images des fonctions / G G^ugp(G(7')). On verra plus loin (cf. la remarque 3 de 14.411 que 
I’espace SIcuspiG{F)) s’identifie a un sous-espace de 7cusp(G(7')). Pour un caractere unitaire 
g de Aa{F), avec une definition naturelle de I’espace SIp,{G{F)), on note SIp,cusp{G{F)) le 
sous-espace de S'7p(G(7’)) forme des images des fonctions / G G'i^cusp{G{F)). Tout comme 
pour S'7cuap(G(7’)), I’espace S'7p,cusp(G(7')) s’identifie a un sous-espace de 7p,cusp(G(7')) — 
voir plus loin (14.51 lemme 1). Notons SDp,,eniG{F)) le sous-espace de Dp^eu{G{F)) forme des 
distributions qui sont stables. L’isomorphisme antilineaire tp : Dp MGiF)) ^ -^;7,CUSp (GiF)) 
de la remarque 1 induit par restriction un isomorphisme antilineaire 

jp : S'73p,eii(G(7’)) ^ S'7p.cusp(G(7’)). 

Les produits scalaires hermitiens sur Dp^en{G{F)) et I p,cusp{G{F)) se restreignent en des 
produits scalaires hermitiens sur SDp^en{G{F)) et S I p,cusp{G{F)) , verifiant I’egalite (9). 

4.4. Decomposition endoscopique de I’espace Deii{G{F),u}). — On a vu (l3.3l et lXH) 
que si G' = (G', S^ s) est une donnee endoscopique elliptique non ramifiee pour (G, a), on a 
un homomorphisme de transfert spectral (usuel) 

Tc : SD{G'iF))^ DiGiF),^), 

qui envoie SDc.ii{G'(F)) dans Deii(G(7’), cj). 

Pour les donnees endoscopiques elliptiques relevantes pour (G, a) qui sont ramifiees, c’est- 
a-dire qui ne sont pas non ramifiees, on dispose encore d’un tel homomorphisme, mais sa 
definition est moins directe que dans le cas non ramifie. Soit G' — {G', S^ s) une telle donnee. 
Choisissons des donnees auxiliaires G'l, G'l, Gi, ^ 1 , et un facteur de transfert Ai : Di —>■ 
comme en [Stab II 2.1]. Rappelons que Di est I’ensemble des couples (Ji, 7 ) G Gi{F) x G{F) 
tels que (<5,7) G D(G'), ou S est I’image de (5i dans G'{F). Pour ci G Gi{F) et g £ G{F), on 
a I’egalite 


A.i{ciSi,g ^'yg) = Xi{ci) A( 5 i,7), (51,7) gBi. 
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Choisissons aussi des mesures de Haar dg sur G{F) et dg' sur G'{F). Ces choix permettent 
de definir, comme en [Stab II 2 .4], un homomorphisme de transfert geometrique 

(1) I{G{F),oj) ^ 

Ici Ai est le caractere de Gi{F) defini par le plongement —>■ ^Gi (cf. [Stab II 2.1]), et 

SIx^{Gi{F)) est le quotient de G^{Gi{F)) par le sous-espace annule par les distributions 
pour (5i G G'{F) fortement regulier; ou G^(Gi(i^)) est I’espace des fonctions sur 
G'l (F) qui sont localement constantes et a support compact modulo Ci{F), et se transforment 
suivant sur Gi{F). 

Remarque 1. — Pour definir rhomomorptiisme de transfert geometrique (1), on a choisi 
des mesures de Haar dg sur G{F) et dg' sur G'{F). Pour eviter d’avoir a choisir ces mesures, 
on pent y incorporer les espaces Mes(G(P')) et Mes(G'(P')), ou Mes(G(P')) designe la droite 
complexe portee par une mesure de Haar sur G{F), et voir le transfert comme une application 
lineaire [Stab II 2.4] 

I{G{F),uj)<»Mes{G{F)) SIai(G'i(F)) (g) Mes(G'(F)). 

Remarque 2. — Pour une donnee G' non ramifiee, on retrouve bien stir Thomomor- 
phisme de transfert geometrique (1) de l2.7l en prenant G'l = G', G'l = G', = ^ ’■ 3' —> ^G, 
et en normalisant les mesures de Haar dg sur G{F) et dg' sur G'{F), et le facteur de trans¬ 
fert A : D{G') —>■ C, a I’aide du sous-espace hyperspecial {K, K) de G{F). Pour une donnee 
G' ramifiee, on peut aussi, comme dans I Stab II 2 .5], s’affranchir des donnees auxiliaires 
G'l, G'l, Cl, et Ai en prenant la limite inductive des espaces SI\j^{G'(F)) sur toutes ces 
donnees. Mais nous n’en avons pas vraiment besoin ici. 

On fixe un ensemble de representants = C:(G, a) des classes d’isomorphisme de donnees 
endoscopiques elliptiques et relevantes pour (G, a). On note £nr le sous-ensemble de t£ forme 
des donnees qui sont non ramifiees, et Ton pose iSram = 2: \ Cnr. Pour chaque G' € 0ram, 
on fixe aussi des donnees auxiliaires G'l, ..., Ci de sorte que le caractere Ai de Ci{F) soit 
unitaire, un facteur de transfert Ai : T)i — C, et une mesure de Haar dg' sur G'{F). 
Sur G{F), on prend la mesure Haar dg normalisee par K. On note IAai(Gi(P')) I’espace 
des formes lineaires sur I’espace C^{G'i{F)) qui sont des combinaisons lineaires (finies, 
a coefficients complexes) de traces 0^/ ou {ti'i,tv'i) est une representation de G'i{F) telle 
que n'l est une representation irreductible et temperee de G'i{F) se transformant suivant le 
caractere Ai sur Ci{F). Pour une telle representation (tt],?!]) de G'i{F), la forme lineaire 
0 ^./ sur GJ^(G'i(P’)) est definie par 

e,>^if[) = tri^'iifidS)), f'l e ctM{f)), 

ou d5 est la mesure positive, G'(f )-invariante a gauche et a droite, sur G'{F) associee a dg', 
et 7t'i{f[d5) est I’operateur sur I’espace de vr] donne par 

^'i{f[d5)= [ fii5)n'i{5)dS. 

Puisque sur Gi(i^), la fonction f[ se transforme suivant A]“^ et la representation Tf] se 
transforme suivant Ai, I’integrale ci-dessus est bien definie (d’ailleurs c’est une somme finie). 
L’espace Z?Ai(Gi(P')) est un sous-espace de D{G'i{F)). On pose 

SDxiiG'iiF)) = DxiiG'iiF) n SD{G'i{F)) 
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et 

SDAi,eii(G'i(F)) = Dx,{G'i{F) n SD,n{G[{F)). 

D’apres |Mce| . le transfert geometrique (1) definit dualement un homomorphisme de trans- 
fert spectral 

(2) Tg' : SDx,{G[{F)) ^ DiG{F),uj), 

qui envoie SD\j^^ett{Gi{F)) dans Z?eii(G(-F), w). Comme dans le cas non ramifie, on note 
TcCeii la restriction de Tq/ a SDxi,eniG'i{F)). 

Pour G' £ £, on pose 

si G Ginr 

si G Giram 


si G ^z Ginr 
si G^ ^ Ciram 

on I’indice “cusp” designe le sous-espace forme des images dans SI{G'{F)) on SIXi{Gi{F)) 
des fonctions dans G^{G'{F)) on G^(Gi(P')) qui sont cuspidales. D’apres la proposition de 
[Stab II 4.11], les homomorphismes de transfert geometrique (1) pour G G £, induisent un 
isomorphisme 

(3) Icusp{G{F),uj) ^ 0 SFusp{G'f^°'\ f ^ ©G'/®', 

ou 1 C X est le sous-espace des invariants sous Aut(G'), et ou Ton a pose . 

Remarque 3. — Dans le cas ou (G, a) est a torsion interieure (cf. la remarque 2 de 
14.311 . I’isomorphisme (3) identifie I’espace SIcusp{G') — SIcusp{G{F)) a un sous-espace de 
Icusp{G{F)). C’est le sous-espace forme des images des fonctions / G G]i^usp(G(P’)) dont les 
integrales orbitales sont constantes sur toute classe de conjugaison stable fortement reguliere. 

Dualement, on obtient que les homomorphismes de transfert spectral elliptique Tq/sh 
pour G' G (£, induisent un homomorphisme 

(4) ©G'e0TG-eii : 0 5Geii(G')Aut(G') ^ D,n{G'{F),uj), 

G'e© 

ou XAut(G') est I’espace des coinvariants de Aut(G') dans X. Puisque le groupe Aut(G') agit 
sur SDgii{G') par un quotient fini, I’espace des coinvariants •SZ)eii(G')Aut(G') s’identifie au 
sous-espace des invariants ^ C SDeii{G'), et Ton a une projection naturelle 

SDeiiiG'(F)) —>■ •SZ)eii(G'(P'))^”*l® 1. D’apres |Mce| —voir aussi 14.51 —, I’homomorphisme 

(4) est un isomorphisme. En d’autres termes, pour G' G 0, le transfert spectral elliptique 
Tcteii : SDeiiiG') —>■ Den{G{F),ui) se factorise a travers la projection sur SZ?eii(G')^“*’l® \ 
et toute distribution 0 G Dgii{G{F),u}) se decompose de maniere unique en 

(5) e=^TG^(e°') 

G'€0 

ou 0® est un element de \ 


5£»ell(G') = 


De meme, on pose 


S'/cusp(G') = 


SZ?ell(G'(E)) 

SDx,MG'i{F)) 


S'/cusp(G'(E)) 

S'/ai,cusp(G'i(F)) 
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Remarque 4. — Rappelons que Ton a note Gj le groupe GjZiG'f . On a vu (12.61) qu’a 
une donnee G' G Cnr est associe un caractere {J = ojc;/ de Gj(F) verifiant I’egalite (3) de 
ESI De la meme maniere |Stab II 2 .7], a une donnee G' G dram est associe un caractere a;^;/ 
de Gff{F) verifiant I’egalite 

A((5i,Intg-i(7)) = ujG'ig)Ai{5i,-y), (^ 1 , 7 ) G Di, p G Gj(F). 

On en deduit que pour G' G (£ et 0' G SZ?eii(G'), le transfer! T( 3 /( 0 ') est une distribution 
sur G{F) verifiant I’egalite 

TG'(e')(7) = 0JG'{9)TG'ie'){f), f € Gr(G(F)), g G Gb(F); 
ou Ton a pose ®/ = /ointg-i. Par consequent, si 0 G Dbu{G{F),oj) est une distribution sur 
G{F) se transformant suivant un caractere ^ de Gf{F) sous Taction de Gf{F) par conjugaison, 
c’est-a-dire telle que 0(®/) — C(ff)0(/) pour tout / G {G{F)) et tout g G Gf{F), alors 
seules les donnees G' G £ telles que ujg' = C peuvent donner une contribution non triviale a la 
decomposition (5) de 0. On sait, d’apres [Stab VlTl 2. l.(3)][^ applique a (M, om) = (G, a), 
que pour G' G £, le caractere ujg' de Gf{F) est non ramifie si et seulement si G' G Snr- On 
obtient en particulier que si 0 G Deii{G{F),u}) est une distribution sur G{F) se transformant 
suivant un caractere non ramifie de Gf{F) sous Taction de Gf{F) par conjugaison, alors 
seules les donnees G' G filnr (telles que lug' = £,) peuvent donner une contribution non triviale 
a la decomposition (5) de 0. 

4.5. Variante a caractere central. — On a aussi une variante a caractere central des 
isomorphismes (3) et (4) de 14.41 Soit Z un sous-groupe ferme de Z{G’, F)^ — par exemple 
le groupe Ag{F) —, que Ton munit d’une mesure de Haar dz. Soit /i un caractere unitaire 
de Z. On reprend, en les affublant d’un indice Z, les definitions de la remarque 1 de 14.31 
On definit Tespace C'^^^{G{F)) des fonctions sur G{F), localement constantes et a support 
compact modulo Z, telles que /(y) pour tout ( 2 , 7 ) G .Z x G{F), ou Ton 

a pose /^^^( 7 ) = f{zj) = fijz). On note Iz,ij,{G{F),uj) le quotient de G^^(G(F)) par 
le sous-espace des fonctions dont toutes les oj-integrales orbitales fortement regulieres sont 
nulles. On note G^^_cusp(G(-P’)) sous-espace de G^^(G(F)) forme des fonctions qui sont 
cuspidales, et Iz,ii,cuspiG{F),(jj) sa projection sur Iz,ii{G{F),uj). L’application 

Pz,p ■. G^iGiF)) ^ CW,^iGiF)) 

definie par 

PzAf){l) = J fizi)p{z)dz, 7 G G{F), 

est surjective. Elle induit, par passage aux quotients, un homomorphisme surjectif 

Pz,p--IiG{F),A^IzAG{F),oj) 

qui envoie /cusp(G(F), w) sur Iz,p,c^p{G{F),A- 

On definit le sous-espace Dz,ij.{G{F),A C D{G{F),A engendre par les traces 0* des 
representations G(E)-irreductibles temperees n de {G{F),A telles que n{zy) = 
pour tout ( 2 , 7 ) G .Z X G{F). On pose 

Dz.pMGiF),A = DzAG{f),A n dag{f),A- 


2. Le numero 2.1 de IStab VIII est ecrit sous certaines hypotheses sur F, mais le resultat cite 
n’en depend pas. 
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Pour 0 G Dz,iiiG{F),Ljj) et / G Iz,ij.{G{F),uj), on choisit un element h G I{G{F),u) tel 
que ^{h) = /, et Ton pose (0, f)z,ii = 0{h). Si 0 = 0? pour une reprfeentation (tt, tt) de 
{G{F), oj) telle que tt est irreductible, temperee, et de caractere central prolongeant p, alors 
pour toute fonction / G C'^^(G(P’)) se projetant sur f G Iz,ij.{G{F),lij), on a simplement 

(0,/)^.M = trace ( / _ ■ 

\Jz\G(F) “2 y 

L’application 0 i—>■ (0, •) 2 ,^ identifie Dz,ii,e\\{G{F),uj) a un sous-espace du dual lineaire de 
I’espace Iz,ti,cuapiG{F),uj). 

Soit G' G <£■ Rappelons que Ton a fixe des donnees auxiliaires G'l, .. •, de sorte que le 
caractere Ai de Ci{F) soit unitaire, un facteur de transfert Ai : Bi ^ et une mesure 
de Haar dg' sur G'{F) — si G' G fiinr, on a Gi = G' et Ai = 1. On a un homomorphisme 
naturel Z{G) —>■ Z(G'), de noyau (1 — 9){Z{G)). On pent former le produit fibre 

3 = Z{G[)xz^g')Z{G). 

Un element de 3(-F') est une paire (zj, z) dans Z{Gi', F) x Z{G; F) telle que les images de z'l 
et 2 dans Z(G') coincident. L’application ci i-A (ci,l) identifie Ci{F) a un sous-groupe de 
3{F), et il existe un caractere unitaire Aj de 3(P’) prolongeant Ai tel que 

Ai{z[Si,z'r) = A3(2i,2)"^Ai(5,7), (<5 i,7) G Bi, {z[,z) G 5{F). 

Remarque. — On veut definir un transfert geometrique pour des fonctions localement 
constantes sur G{F) qui sont non plus a support compact, mais dans I’espace )). 

Le cas qui nous interesse tout particulierement 1voir 14.fill est celui ou .E n Ag{F) est d’indice 
fini dans Ag{F). Notons que I’homomorphisme naturel Z{G) —>■ Z{G') induit par restriction 
un homomorphisme Ac —>■ Ag> qui n’est en general pas injectif, mais seulement de noyau 
fini. 

On note Z' I’image de Z dans Z{G'; F) par I’homomorphisme naturel Z{G) —>■ Z{G'), et 
Z'^ son image reciproque dans Z(G'x\F\ On munit Gi{F) et Z[ de mesures de Haar dg[ et 
dz'i- On forme le produit fibre 

^z=Z[ Xz'Zc^iF). 

Continuous avec le caractere unitaire g de Z fixe plus haut. L’application 

{z[,z) hA X:i{z[,z)g{z) 

est un caractere unitaire de 3^- S’il ne se factorise pas par la projection {z'l, 2 ) i-> zj, on dit 
que le transfert a Gi{F) de tout element de G^^(G(L’)) est nul. Supposons qu’il se factorise 
en un caractere fip de Z'^. Avec une definition naturelle des espaces et G^/ {Gi{F)) et 

SI z[,ij,'^{G'p{F)) — cf. 14.41 —, on definit I’homomorphisme de transfert geometrique 

(1) IzAG{F),lo) ^ SIzi,AG'i{F)), f 

par la formule habituelle : pour / G G'z,p{G{F)) et fi G G'^i {Gi{F)), on dit que f[ est 
un transfert de / si pour tout <5i G Gi{F) dont I’image dans G'{F) est un element fortement 
G-regulier, on a I’egalite 

(5i, /O = dG^ ' Ai(5i, 7)/^(7, /) 


( 2 ) 
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oil 7 parcourt les elements de G{F) tels que (5i, 7 ) G Di, modulo conjugaison par G{F). Pour 
que la formule (2) ait un sens, on a besoin de mesures. Pour 7 G G{F) tel que ( 5 i, 7 ) G T>i, 
on munit I’espace quotient Z\G~,[F) d’une mesure dh. On a une application 

Z\G-,{F) ^ Z[\G'^^s,{F) 

qui est un isomorphisme local, et on munit I’espace d’arrivee de la mesure dh'^ deduite de 
dh. Alors 

G^iF)\GiF) ~ iZ\G,iF))\iZ\G{F)) 
est muni de la mesure dh\{dz\dg), et 

G[,sAF)\G'iiF) ~ {Z[\GlsAF))\i2^\GiiF)) 
est muni de la mesure dhi\{dz[\dgi) . Une autre definition equivalente est la suivante. Pour 
/ G Iz,ij.{G{F),(jj), on choisit un element h G I{G{F),uj) tel que = /i 6^ Ton 

note G SIx^{G'i{F)) son transfert usuel, defini a I’aide de la mesure de Haar dg' sur 
G'(F). Rappelons que Ai est la restriction de A 3 a Gi{F), identifie a un sous-groupe de 
3(-F') = Z{Gi\F) Xz{G';F) Z{G\F) par I’application ci 1 —>■ (ci,l). Get element depend 
de dg et dg' , et precisement varie comme dg(dg')~^. De dg' et dg'i se deduit une mesure de 
Haar dci sur C'i(-F), laquelle definit un homomorphisme surjectif 

■■ H&iiF)) ^ IxAG'AF)) 

qui envoie SI{G'i{F)) sur SIXi{G'i{F)). On choisit un element h'l G SI{G'i{F)) tel que 
Pci Ai (^ 1 ) = 1 ^’011 pose (hi). Notons que I’element depend de dz\dg 

et dz'^\dg'^, et varie comme {dz\dg){dz'i\dg'i)~^ . L’espace SIz^.fj.’^iG'iiF)) est naturellement 
muni d’une action du groupe Aut(G'), et I’image du transfert ( 1 ) est contenu dans le 
sous-espace SI ^ C SIz[,ij,[{G'i{F)) des invariants par cette action. On 
definit de fagon naturelle le sous-espace de SIz'^.^'^{G'i[F)). II est 

stable par Aut(G'), et pour / G Iz,ij.,cusp{G{F),uj), le transfert appartient a I’espace 

On note le sous-ensemble de £ forme des donnees G' pour lesquelles le caractere n'l 
est defini, et pour G' G on pose 

SIz ,^i,cusp (G') = S7 ^j,p;,cu=p(G'i(F)). 

Alors on a la variante a caractere central suivante de I’isomorphisme (3) de 14.31 

Lemme 1. — Soit Z un sous-groupe ferme de Z{G\ F)^, et soit p, un caractere unitaire de 
Z. L’application 

Jz,M.cusp(G(P’),a;)-> 0 S'7^.p.cusp(G')^“‘^®'\/eA©G//°' 

est un isomorphisme; oil I’on a pose . 

Pour G' G le transfert geometrique (1) definit dualement un homomorphisme de 

transfert spectral 

(3) Tg',z.^ : 57?^,,^, (GUi")) DzAG{F),uj) 

qui se factorise a travers la projection naturelle 

57?^,,^, (GUF)) -a 57?^,,^, 
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Pour e'G Sr»^,,^,(Gi(^)),ona 

(4) = f €lzAGiF),u;). 

Les definitions impliquent que Tc^z,!! n’est autre que la restriction de rhomomorphisme de 
transfert spectral usuel Tq/ : S’Z?Ai (Gi(-F)) —>■ D{G{F),iu) au sous-espace 

sd^,^^,^{g[{f))csdag'AF)). 


II envoie dans Dz,i_i,eiiiG{F),Aj st Ton note 'TG',z,ij,,eU sa restriction a 

Tout comme 'Tg',z,ii, rhomomorphisme 'TG',z,fi,eU se factorise a travers 
la projection naturelle 


Pour G' G &z,ij,, on pose 


SDz,^MG') = 

Alors on a la variants a caractere central suivante de I’isomorphisme (4) de l4.3l 


Lemme 2. — Soit Z un sous-groupe ferme de Z{G\ F)^, et soit p, un caractere unitaire de 
Z. L’application 

®G'6ez,.TG',2,^,en : 0 0^,^,ell(G(F),w) 

est un isomorphisme. 


4.6. Produits scalaires elliptiques. — On munlt Ag{F) d’une mesure de Haar da. Pour 
/i, /2 G G“usp(G(P')), on a defini dans la remarque 1 de 14.31 une expression A {to, fiA^) 
(formule (7)), qui depend de dg et da et varie comme dg^da~^. Soit Z un sous-groupe ferme 
de Z{G', FY . On suppose que ZriAG{F) est d’indice fini dans Ag{F), et Ton munit Z d’une 
mesure de Haar dz. Pour fi, f 2 G G^usp(G(-F’)), on definit I’expression T^(w,/i,/ 2 ) en 
remplagant vol(Ag(-F')\G.y(-F’)) par vol(.E\G.y(-F')) dans la formule pour /i,/ 2 ). Une 

definition equivalents consists a fixer une mesure de Haar sur Z n Ag{F) et a poser 

(1) Jiiuj, fij 2 ) = vol((^ n AG(F))\Ag(T’))vol((^ n AG{F))\Z)-A°iuj, /i, / 2 ). 

L’expression (1) depend de dg et dz (elle ne depend plus de da), et varie comme dg^dz~^. 
Bien stir on pent remplacer les fonctions /i et /2 par leurs images dans Jcusp(G(-F), cj). 

Soit p un caractere unitaire de Z. Comme dans la remarque 1 de 14. 31 on munit I’espace 
4/j,cusp(G(-F),cj) d’un produit scalaire hermitien defini positif (•, •)^,p,eii, defini comme suit. 
Pour /i, /2 G Iz,ti,cusp{G{F),uj), on choisit hi, h 2 G I cusp {G{F),lj) tels que Pz,^{hi) = fi 
(i = 1, 2), et Ton pose 

(2) {fi,f2)z,p.,en = J Ji{uj,hi,h["''')p{z)dz. 

L’expression (2) depend de dg et dz, et varie comme dg^dz~^. Pour 0 G Dz,p.,en{G{F),Lu)j 
il exists un unique iz,p,{Q) G Iz,p,cMsp{G{F),oj) tel que 

(G>,f)z,p = (i^z.piO), f)z,p,,en, f G I z,p,cMsp{G{F),oj)- 

L’appllcation 

t-z.p, '■ Dz,iJ,,en{G{F),ui) —>■ Iz ,/A,cusp {G{F),A 
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ainsi definie est un isomorphisme antilineaire. II depend de dg et dz, et varie comme dzdg 
Pour 01, 02 G Dz,^L,en{G{F),uj), on pose 

(3) (01,02)^,ii,ell = (tz,ii(02), t^,ll(0l))^,li,ell■ 

Cela definit un produit scalaire hermitien defini positif sur I’espace Dz,ii,eii{G{F),ij). Comme 

Dm{G{F),uj) = 0£>^,.^en(G(F),o.) 
m' 

ou g parcourt tous les caracteres unitaires de Z, on peut munir I’espace I’espace Z?eii(G(-F), cj) 
du produit scalaire hermitien defini positif qui est la somme directe des (•, ■)z,ij,',en- Notons 
(•, ')z,eU ce produit. Le lemme suivant resulte de la definition de ce produit. 

Lemme 1. — Le produit (■, ■)z,en sur Deii{G{F),u}) ne depend ni de dg, ni de dz, ni de Z. 

En appliquant la construction ci-dessus k Z = Aa{F), on obtient que (•, ■)z,eU = (•, Oeii, 
ou (•, •)eii est le produit de |W1 7.3] introduit en l4.3l qui a ete calcule explicitement (formule 

(6) delf^. 

Soit G' G ^z,ij.- On definit Z'^ et le caractere unitaire fi'i de Z[ comme en 14.51 Notons 
que Z[ est un sous-groupe ferme de Z(G'i\F) tel que Z[ n Ag{{F) est d’indice fini dans 
Ag{{F). On munit Gi{F) et Z[ de mesures de Haar dg'i et dz'^. On a un produit scalaire 
hermitien defini positif (•, ■)z[,ii,'^,e\\ sur Iz[,ij.'^,c\iap{G'i[F)), donne par la formule (2). Grace 
au lemme 1 de applique a G = Gi et .Z = .Z], on peut identifier ,j'^_cusp(Gi(E’)) a 

un sous-espace de I z[,ij,[,cusp{Gi{F)) — c’est le sous-espace forme des images des fonctions 
/i G C^i cusp(Gi(E)) dont les integrales orbitales sont constantes sur toute classe de 
conjugaison stable fortement reguliere —, ce qui munit cusp(Gi(E)) de la restriction 

du produit scalaire hermitien sur I z[,ij,[,cusp{Gi{F)). 

Pour G' G 0, soit c(G, G) la constante donnee par (cf. [Stab II 4.17] ou [Stab Xl 3.1.1]) 
c(G,G') = \det{l-e-AG/Aa)\-^\MZiGf^)\\MZiG'f^)\-^x--- 

• • • X |Out(G')r Vo(^(G)^^’° n G')lko([^(G)/(Z(G) n G')!^^)!"'- 

Lemme 2. — Pour G /z,p,cusp(G(E), oj), on a I’egalite (conformement d la decom¬ 

position du lemme 1 de 

(/i,/2)^,M,eii= ^ c{G,G'){ff,f^')z'^y^,.xi. 

G'esz.p 

Demonstration. — Notons tout d’abord que I’egalite du lemme ne depend pas des choix 
des mesures : le produit {■,-)z,p,,ea depend de dg et dz et varie comme dg^dz~^\ pour 
G' G ^z.p, le produit (•, depend de dg] et dz'i et varie comme (dg])^(dz])“^, et 

I’homomorphisme de transfert / ha depend de dz\dg et dz[\dg'i et varie comme 

{dz\dg){dz'i\dg[)~^. D’apres la proposition de |Stab II 4.17], pour hi, h .2 G IcuspiG(F),uj), 
on a I’egalite 

(4) J°{oj,hi,h 2 )= Y, c{G,G')J^'^{hf,hf), 

G'ee 

ou I’expresssion {h^ , ) est donnee par la formule (7) de 14.31 (remarque 1) pour 

G = G'l et uj = 1, ou, ce qui revient au meme, par la formule (3) de |Stab II 4 .17] modulo 
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les choix de mesures de Haar dg' sur G'{F) et da' sur Aqi{F). La mesure dg' est celle 
definissant rhomomorphisme de transfert h eA , et les mesures da et da sent 

supposees se correspondre par I’isomorphisme naturel Ac —>■ Aq’ — cf. |Stab II 4.17]. Pour 
/ii ^ ^z,ij.,cusp{G{F),Lo), on commence par choisir des elements hi, h 2 G I cusp {G{F), to) 
tels que Pz ^j^{hi) = fi (i = 1, 2). Ensuite on remplace hi, h 2 ) par J§(oJ, hi, h 2 ) grace 

a I’egalite (1), puis on integre sur Z comme dans I’egalite (2), ce qui nous donne f 2 )z,ij,,eU- 
Compte-tenu de la definition des transferts i-A (i = 1, 2) — cf. 14.51 —, en appliquant 
la meme construction a chacun des termes de la somme dans I’egalite (4), on obtient I’egalite 
du lemme. □ 


Passons au resultat dual qui nous interesse. Pour G' G ^z,ii et 0' G Dz,ij.,en{G'), on note 


^(0') I’unique element de cusp (GO tel que 

(0 1 / = i‘'Z,p. 




l.Mi,' 


/' G /2,p,cusp(G'). 


L’application 


l'Z,ii • Dz,iJ.,ell{G ) —>■ IZ,iJ.,cusp{G ) 

ainsi definie est un isomorphisme antilineaire. II induit par restriction un isomorphisme anti- 
lineaire 


: SDz,pMG') ^ SIz,i.,cu.p{G') 

qui envoie SDz.p, eii(G')^“*^‘^ ^ sur SIz,iJ,,cusp{G')^''^^'^ \ D’apres le lemme 2 ci-dessus, 
lorsqu’on passe de la decomposition du lemme 1 de 14.51 a la decomposition du lemme 2 de 
I4.5l via les isomorphismes lz,ij, et la constante c(G, G') apparait : pour G' G &z,ij,, on a 


= c{G,G')izAQf\ 0 e Dz,pMG{f),A- 


On en deduit que pour 0i, 02 G Dz,ij,,en{G{F), A^ on n I’egalite (conformement a la decom¬ 
position du lemme 2 de 14.511 

(5) (01,02)^,M,ell= ^ c(G,G')-^(0f,02®k;X,,ell. 

G'eez,p 


En vertu du lemme 1 ci-dessus, on pent s’affranchir de Z et g. On obtient le resultat suivant. 


Lemme 3. — PourQi, 02 G Ds\\{G{F),A, on a I’egalite (conformement d la decomposi¬ 
tion (5) de \4.4\l 

(01,02)ell= X] c(G,G')”'(0f,0f )ell. 

G'ec 


4.7. Series principales non ramifiees. — Posons Z = Z{G) et Zsc = .^(Gsc), ou Gse 
est le revetement simplement connexe du groupe derive de G. Rappelons que Langlands a 
construit des isomorphismes canoniques A{Wf,A G{F)^ et H^(Wf,^sc) —>■ Gad{F)^ , 
ou designe le groupe des caracteres (homomorphismes continus dans C^) de X. On en 
deduit un isomorphisme canonique 

(1) Gad(E)/q(G(F)) ^ keriAiWp, Ac) ^ A{Wf, i))^, 

ou g : G —>■ Gad est I’homomorphisme naturel. 

Soit tp : Wf —>■ ^G un parametre de Langlands tempere. Posons 

= {g £ G ■. Intg o<p = A, 5g,,ad = {g & Gad : Intg op = p}- 
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La suite exacte courte 1 —>■ Zsc Gsc —>■ Gad —>■ 1 fournit une suite exacte de cohomologie 

11°{Wf,^,Gsc) ^B°{WF,ip,GAD) 

ou H°(VKf,V55') designe I’ensemble des invariants sous Wf pour Paction donnee par (p. En 
composant la fleche de droite avec I’application naturelle p, G) —>■ H°(PEf, p, Gad), 

on obtient une application 

= H°(VEf, P, G) ker(Hi(VEF, isc) ^ h1(VEf, Z)) 
qui est un homomorphisme continu. Son noyau contient done la composante neutre S'” du 
groupe algebrique affine complexe Sip. Comme il contient aussi Z(G)'"^, cet homomorphisme 
se factorise en un homomorphisme 

(2) Sip) = Sip/SlZ{Gf^ ^ ker(Hi(tEF,Z,o) ^ H\Wf,Z)). 

Par dualite de Pontryagin, on en deduit un homomorphisme 

(3) GAD(E)/g(G(F)) ^ Sip)°. 

Supposons que le parametre ip est de la forme (p = {^T ^ ^G) o pour un caractere 
unitaire A de T{F) de parametre px ’■ Wf (cf. 13.21) . D’apres Keys |K], on salt que 

le i?-groupe i?®(A) est naturellement isomorphe an S-groupe S{p). Posons U = T^P’° et 
notons N le normalisateur de T dans G. D’apres El 2.5], T est le centralisateur de U dans 
G, il est un tore maximal de S^, TTlS^^ = UZ^^, THS^ = U, et NnS^ est le normalisateur 
de U dans S^. On en deduit une suite exacte courte |Kl2.6] 

(4) 1 ^ (iv n s°)/u -^{Nn Sp)iuz^^ s{p) i. 

De plus (loc. cit.), on a un isomorphisme naturel 

fK®(A) ~ {NnSip)/UZ^^, 
qui se restreint en un isomorphisme 

w^{\) ~ (fvns°)/c/. 

D’ou I’isomorphisme i?®(A) ~ S{p). Notons aussi que 

(5) fKo'^(A) = {1} S” = 

Remarque 1. — Tout element w € = Nq^f){T)/T{F) definit un L-isomorphisme 

—>■ ^T, donne par ^w{t xi cr) = wit) xi cr, et d’apres la correspondance de Langlands 
pour les tores, est le groupe des elements w € tels que o pj^ est T-conjugue 

a pj^. On salt que tout element PF-invariant de W^{T) = N /T se releve en un element Pf- 
invariant de N. Pour w € W'^{X), choisissons un relevement n G de w. Alors Intn o p'x 
est T-conjugue a p'x. En d’autres termes, il existe un t G T tel que tn £ Sip. L’application 
w tn donne une bijection 

ix: w°{\) ^ (TV n Sip)f/t = (TV n Sp)/uz 

qui est un isomorphisme sur I’oppose du groupe d’arrivee (par construction, w~^ (= w) et 
Int„ ont la meme action sur T). Par passage aux quotients, lx induit une bijection 

tA: R°(A) ^ (Nn Sip)f/{N n s°)f ={Nn s^)/(n n s°)uz^^ = S{p) 

qui est un isomorphisme sur le groupe oppose de S'(95). L’isomorphisme i?®(A) ~ S{p) 
s’obtient en composant lx avec le passage a I’inverse. 
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Remarque 2. — On a introduit en 13.21 un ensemble Stp^a = {5 £ G9 : Intg o tp = a ■ p\. 
S’il n’est pas vide, ce que Ton suppose, alors c’est un S,, 5 -espace tordu, et Ton peut definir 
le “S-groupe tordu” 

S{p,a) = S^,a/SlZ{Gf'^. 

C’est un S'(ip)-espace tordu. Notons 9 I’antomorphisme de T associe a {B,T) (c’est-a-dire 
la restriction 9i_\t)- Alors, tout comme dans le cas non tordu, est I’ensemble des 

elements w9 G W^‘^9 tels que ^9 o o ipj’ est T-conjugue a a ■ Pour w9 G 
I’element 9w — 9{w)9 appartient a {T)^^, et Ton peut choisir un relevement n de 9{w) 
dans . Alors Int„ o^9 o p\ est T-conjugue a a ■ p'x. En d’autres termes, il existe un 
t G T tel que tn9 G S,p^a- L’application i-A tn9 donne une application 

tA : 1E®’“(A) ^ {N9ns^,a)f/f={N9ns^,a)/uz^‘'. 

Par construction, 9ow~^ et Int„ o0 ont la meme action sur T. Puisque I’application lx verifie 
Zx{ww') = i\{w')Zx{w), w G VK‘®’“(A), w' G W^{X), 
elle est bijective. De plus, elle induit par passage aux quotients une application bijective 

lx. R^'‘^{X)^S{p,a) 

qui verifie 

Ix(rr') = Lx{r')lx{r), r G R°’“(A), r' G R°{X). 

Supposons de plus que le caractere A est non ramifie. Posons Tad = g(T), et notons Tsc 
la pre-image de T dans Gsc (par Thomomorphisme naturel q : Gsc —>■ G, dual de q). On 
utilise maintenant le fait que G est non ramifie. Soit 

n = coker(A(T)^^ ^ A(Tad)^^) 

~ ker(f,c/(l - ^ f/(l - 

C’est un groupe abelien fini, qui opere transitivement et librement sur les classes de G{F)- 
conjugaison de sous-groupes hyperspeciaux de G{F). Cette action provient de celle du groupe 
GAD{F)/q{G{F)) = Ta,d{F)/q{T{F)) par conjugaison, via la projection naturelle 

kei{U\WF,Zsc) U\Wf,Z))° ^ kei{U\WF,t,) }l\WF,f))° -a ff. 

D’apres [Mil prop. 9], le i?-groupe ii'^(A) est naturellement isomorphe a un sous-groupe de 
En particulier il est abelien, et si G = Gad, alors T®(A) = {1} et I’induite tt = *s(A) 
est irreductible — ce que Ton savait deja grace a des travaux anterieurs de Keys. On note 
(( = Ca : —>■ R'^{X)^ rhomomorphisme dual. En le composant avec la projection naturelle 

Gad(T) —>■ Q,, on obtient un homomorphisme surjectif Gad(T’) —>■ 7?‘^(A)^, que Ton note 
encore Un caractere p de i?‘^(A) s’identifie a un element de Irr(lR'^(A)) par la formula 

p(z,r} = zp{n), {z,r) G N°(A) = U x R°{X). 

D’apres [Mil theorem 1], on a 

( 6 ) TTp o InG_i ~ 7 rp+^( 3 ,), p G T'^(A)°, a: G Gad(T’), 

ou p + ((x) dfeigne le caractere r 1 —>■ p{r)^{x){r) de J?®(A). Ainsi, les sous-reprfeentations 
irreductibles de tt sont permutees transitivement par Gad(T), et pour p G T®(A)^, Ki un 
sous-groupe hyperspecial de G{F) et a; G Gad(T), est I’element Ai-spherique de Ha si 
et seulement si est I’element Intg(A'i)-spherique de IIa. 
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Remarque 3. — La bijection R ^{\)^ —>■ IIa, p iTp depend du chobc d’une normalisa¬ 
tion des operateurs d’entrelacement. Deux telles normalisations different par un caractere de 
c’est-a-dire que si r i—>■ r'g{r) est la U-reprfeentation de 1R‘^(A) associee a une autre 
normalisation, il existe un caractere p de R'^ {X) tel que r'g{r) = p'(r)r_B(r) pour r G 1R®(A), 
ou r est rimage de r dans R^{X). La representation rp (g) tt de 1R‘^(A) x G{F) se decompose 
alors en 

r'p®-K= ^ p^TVp-p'. 

peRG(x)n 

Quitte a changer de normalisation des operateurs d’entracement, on pent done supposer que 
la correspondance p i—Tip est telle que I’element tto G IIa associee au caractere trivial de 
i?®(A) est la representation if-spherique. 

4.8. Le cas ou {G, a) est a torsion interieure. — On suppose dans ce numero que 
I’espace tordu {G, G) est a torsion interieure, et que u = 1 (on suppose toujours que le 
groupe G est quasi-deploye sur F et deploye sur Rappelons que K — KSo = SqK pour 

un 5o G T{F), et que le _F-automorphisme = Int^o de G est trivial sur T{F). Soit A un 
caractere unitaire de T(F). L’application iN'®(A) —>■ !N''^(A), {z,n) i-A {z,nSo) est bijective, et 
elle induit une application bijective 'W®(A) —>■ W‘^(A). En quotientant par les orbites sous 
W^{\), on obtient une application bijective IR^(A) —> 1R‘'(A). L’automorphisme Ooi de 1R®(A) 
— qui n’est defini que modulo les automorphismes interieurs de 3?'^ (A) — opere trivialement 
sur Irr(lR'^(A)), et I’application 

Irr(K°(A))^Irr(K'=(A)), {p, p) ^ p 

est surjective. En d’autres termes, toute representation irreductible p de i?®(A) se prolonge 
en une U-representation p de 1R®(A), laquelle definit un prolongement yip de vTp a G(F). On 
pent normaliser ces prolongements p en imposant que 

p{z, nSo) = p{z, n) = zp{n), {z, n) G 3sf'^(A). 

Pour p G Irr(lR®(A)), notons po G Irr(lR®(A)) la classe d’isomorphisme du prolongement de p 
normalise de cette maniere, et posons ffp = npg. Cela revient a imposer que la restriction de 
Vb( 1, (5o) a I’espace de p®Hp soit egale a idig)7rp((5o). Le E-automorphisme 9o de G induit un 
E-automorphisme 6o de Gad, qui est trivial sur Tad- Puisque I’inclusion Eid C Gad induit 
un isomorphisme T^diF)/q{T{F)) —>• GAo{F)/q{G{F)), on a 

x-'^Ooix) G <7(G(E)), a; G Gad(E). 

Si de plus le caractere A est non ramifie, alors on a 
(1) TTp o InG-i ~ 7rp+,;^(2.), p £ R°{\)°, X & Gat>{F). 

De plus (toujours si A est non ramifie), la representation yf = 7r(i,5Q) de G{F) donnee par 

Tv{gSo) = yr(c/)VB(l, 5o), g G G(E), 

est isomorphe a une somme directe 0a;yfpg oInt„,-i ou x parcourt un ensemble de representants 
de GAD(E)/ker(CA). 

Lemme. — On suppose que I’espace tordu (G, G) est d torsion interieure, et que oj = 1. 
Alors on a la decomposition 

SD,n = 5E>S(G(E)) © SE)S”(G(E)). 

De plus, si G n’est pas un tore, alors on a SDgd{G{F)) = {0}. 
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Demonstration. — Soit 0 £ SDeii{G{F)). On ecrit 0 = 0"'' + 0''™ conformement a la 
decomposition (1) de l3.ll Cette decomposition (1) de l3.1l est compatible a Taction de Gad{F) 
par conjugaison. Puisque la distribution 0 est stable, elle est Invariante par cette action, et 
sa decomposition en 0 = 0"^ + 0^™ Test aussi. Pour un caractere unitaire non ramifie A de 
T{F), on pent choisir un prolongement unitaire A de A a T{F), et d’apres ce qui precede, les 
sous-representations G(P’)“irreductibles de Tinduite *^(A) sont permutees transitivement par 
Taction de Gad{F) par conjugaison. On en deduit que 0“"^ est une combinaison lineaire finie, 
a coefficients complexes, de caracteres de telles induites. Une telle distribution ne pent etre 
elliptique que si G — T. Done SD^{i{G{F)) = {0} si G ^ T. Cela prouve la decomposition 
du lemme dans le cas ou G ^ T. Si G = T, alors tout est stable, et la decomposition du 
lemme equivaut a la decomposition (1) de l3.ll □ 


4.9. Action de C sur les caracteres de support non ramifie. — Soit C = C{G,G) 
le sous-groupe de Z{G) x G forme des paires {z,g) telles que pour tout u € Pf, Telement 
ger{g)~^ appartient a Z(G) et (1 — 6){ga{g)~^) = za{z)~^ . II contient le sous-groupe 

Z(G)‘ = {(1 - e){z),z) : 2 G Z{G)} ~ Z{G). 


On pose 


& = GIZ{G)\ 


et Ton note q : G —>■ C la projection naturelle. Notons que pour (z, g) G G, Timage 
de g dans Gad appartient a Gad{F). Un element {z,g) G G definit un F-automorphisme 
g' I—>■ Intg-i((;') de G et un U-automorphisme 7 i-A «Intg-i( 7 ) de G. On obtient ainsi une 
application de G dans le groupe AutF(G, G) des automorphismes de (G, G) qui sont definis 
sur F. Cette application se quotiente en un homomorphisme injectif de C dans le groupe 
oppose Aut^(G, G). On a un plongement de Z{G\ F) dans C donne par z 1 — q{z, 1). On a 
aussi un plongement de G^{F) dans C defini comme suit. Pour pu G G^{F), on choisit un 
relevement g de dans G, et Ton envoie sur q{l,g) G C. 


Remarque 1. — Le groupe C est en general plus gros que le sous-groupe de Aut^^(G, G) 
engendre par Z(G; F) et Gj(P'), comme le montre Texemple suivant. Soit F'/F une extension 
cyclique de degre 4 (par exemple la sous-extension de degre 4 de F’^’^/F), et soit r un 
generateur de Gal(P''/P'). Soit E = F'^"^ ^ Textension quadratique de F intermediaire. Soit 
G le groupe ResF/F(SL(2)_B), e’est-a-dire la restriction des scalaires de i? a U du groupe 
SL{2) vu comme groupe defini et deploye sur E. On a done 

G(:F) = SL{2,F) X SL{2,F) 

avec action de ct G Pf donnee par : 

- (^{91,92) = ( o -( 5 i ),< 7 ( fl 2 )) si (7 G Pf ; 

- ^{ 91 , 92 ) = (o-(52),cr(sri)) si cr ^ Pf. 

Le groupe G est defini et quasi-deploye sur F, et deploye sur E, et Ton a 

G{F)^{{g,g)-.g£SL{2,E)}. 

Soit 6 le F-automorphisme ( 91 , 92 ) eA ( 92 , 91 ) de G, et soit G = G9 (si Textension E/F 
est non ramifiee, alors Tespace tordu (G, G) verifie toutes les hypotheses de l2.1ll . Fixons un 
element ^ G E^ tel que F' — Considerons la matrice h — diag(v^, G SL(2, F'), 

Telement g = (T(h),h) G G(F'), et Telement z = (1,-1) G Z(G;E). On a T^(h) = —h, d’ou 
r(g) = zg et T^(g) = (—1, —l)fl. On en deduit que Telement (z, g) appartient a G. Son image 
c = q(z,g) G C n’est pas dans le produit des images de Z(G;F) et de Gtj(P’). En effet si 
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elle I’etait, alors z appartiendrait au produit de Z{G\ F) et de (1 — 9){Z{G\ F)). Or ces deux 
groupes sont egaux, et out pour elements (1,1) et (-1,-1). 

Lemme 1. — Le groupe C opere transitivement sur les sous-espaces hyperspeciaux de G{F). 

Demonstration. — Rappelons qu’on a choisi le sous-espace hyperspeclal [K, K) de G[F) tel 
que K = Ke est le sous-groupe hyperspeclal de G{F) associe a la paire de Borel epinglee 
£ = {B, T, {-BqIosa) de G definie sur F, et que I’espace K s’toit K = K5o = SqK pour un 
element Jo £ T{F) nNc(F){K) de la forme Jo = toeo avec to € et eo € Z{G, £; 

Soit {K\,K\) un autre sous-espace hyperspeclal de G{F). On pent aussl cholslr une paire 
de Borel epinglee £i = (_Bi,Ti, {Fqj} c«jgAi) de G definie sur F telle que Ki = et 

un element Ji G Ki de la forme Ji = tiei avec ti G ri(F“’^)i et ei G Z(G, £i; On se 

ramene tout de suite au cas ou (Fi, Ti) = {B, T) : 11 suffit pour cela de conjuguer (Fi, K\) 
par un element de G{F), puisque deux paires de Borel de G definies sur F sont toujours 
conjuguees par un tel element. On pent alors fixer un element x G T{F) tel que lad £ Tad(F) 
et Inta;(£) = £i ; ou x^d deslgne la projection de x sur Fid = TjZiG). Alors Inta,(eo) conserve 
£i, done on pent ecrire Inta,(eo) = ze\ avec 2 : G Z(G\F). Notons y I’element de G(F) tel 
que Ji = 2 /Jo. En notant 9 — Intej,, on obtient I’egalite tix9{x)~^ = zyto- Elle entrame 
que y G T{F). On projette I’egalite dans rad(F) : elle donne ti,ad2;ad6'(2;ad)“^ = 2/adto,ad. 
Remarquons que pour i = 0, 1, Int^. est defini sur F et Inte^ aussl (puisque Inte^ conserve 
£ et Inte- conserve £ 1 ); done Intt^ est aussl defini sur F, e’est-a-dire que ti,ad £ rad(F)i. 
Puisque T et Fad sont des tores non ramifies, le choix d’une uniformisante to de F permet 
d’identifier F(F) a F(F)i xX{T)'^ et Fad(F) a Fad(F)i x ^(Fad)"^. Conformement a ces deux 
decompositions, on ecrit y = y'y" et Xad = ^ad^ad- L’egalite ti,ad2;ad^*(2:ad)“^ = 2/adto.ad se 
decompose alors en deux egalite : 

^ad^(^ad) 1/ad 5 f l,ad2^ad^(^ad) Vad^O.ad' 

On releve x"o 6R RR element x" G F(F). II existe alors un flement z” G Z{G',F) tel que 
x"9{x'')~^ = z''y". Parce que x'lo et y" sont F-rationnels, cela implique que le couple {z'\ x") 
appartient a G. Notons c I’image dans C de I’inverse de ce couple. L’action de c envoie K sur 
lnt^ii{K). Puisque I’element x”^ appartient au sous-groupe compact maximal Fad(F)i de 
Fad(F), la conjugaison par xx"~^ conserve K. Le groupe est done egal a Inta;(F), 

qui est egal a Ki par definition de x. L’action de c envoie Jo sur 

2 ”~^Inta;//(Jo) = z''~^x''9{x'')~^So = y''3o = y'~^Si. 

Mais y' appartient au sous-groupe compact maximal F(F)i de T{F), done est contenu dans 
Ki. Done c envoie Jo sur un element de Ki, et il envoie K = KSo sur Ki = FiJi. □ 

Remarque 2. — La preuve du lemme 2 est tiree de celle du lemme 1.9.(iv) de I’article : 

- Waldspurger J.-L., a propos du lemme fondamental pondere tordu, Math. Ann. 343 
(2009), 103-174. 

On aurait tout aussi bien pu s’y referer. Mais comme la propriete a prouver est enoncee 
dans cet article d’une fagon assez differente, il aurait alors fallu expliquer que les deux enonces 
sont equivalents. On a prefere la redemontrer ici. 

Lemme 2. — Pour x G Gad(F), on a lo o Inta, = cj. 

Demonstration. — Soit tt : Gse —>■ G I’homomorphisme naturel. Tout caractere de G(F) se 
factorise a travers G(F)/7r(Gsc(F)). Il suflit done de prouver que Gad(F) agit trivialement 
(par conjugaison) sur ce quotient, ou encore que, pour g G G{F) et x £ Gad(F), on a 
glntx{g~^) G 7r(Gsc(F)). Relevons x en x' G G, et ecrivons g = 27r((/sc) et x' = z'tv{Xsc) 
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avec z, z' G Z{G) et gsc, Ssc £ Gsc- Alors gilnti(g) = T^igscx'scgZ :^et il suSit de prouver 
que I’element gsc^scSsc^^siT^ de Gsc est _F-rationnel. Soit a G Ff. Puisque g G G{F) et 
X G GAD(i^), il existe deux elements Zsc(o'), zidix) G Z{Gsc) tels que 

'x{gsc)gZ:^ = Xsc(o-), CT(a;'c)a:sc^ = 

Alors on a 


/ f —1 /—1\ / \ f f \ f ^—1 f —1 f / \ — 1 f —1 

(^(Ssc^scS'sc ®sc ) = ^sclo-jPscasclO-j^sc^sciO-) flsc^sc Zs^{a) = flscSscSsc 

Done gacx's^g^J ^est fixe par Pf, d’ou I’assertion. 


□ 


D’aprfe le lemme 2, Taction de C sur (G, G) induit une action sur Tespace I{G{F),uj), et 
aussi une action sur Tespace D{G{F),ljj). Cette action stabilise Deu{G{F),u}) et prfeerve la 
decomposition (1) de l4.ll Precisement, pour {z,g) G G d’image c = q(z,g) G C, on pose 

7(7) = f{zg-\g), f e C7r(G(F)), 7 g G{F), 
et 

"©(/) = e(""/), e e i?(G(F),a;)^/ g Gr(G(F)). 

En d’autres termes, si (tt, if) est une representation de {G{F),uj) telle que la representation tt 
de G{F) soit temperee et de longueur finie, alors Tapplication 7 1 —>■ ‘^ 7 r( 7 ) = Tt{zg~^'yg) definit 
une autre reprfeentation de {G{F),lj), dont le caractere ©c* est donne par ©c* = ‘^(©•s-). 
La fonction localement constante Sc* sur Greg(P’) est donnee par 0 cj.( 7 ) = Qfc{zg~^'yg). 

Soit A un caractere unitaire et non ramifie de T{F). Posons tt = On a vu (14.711 qu’il 

existe un homomorphisme surjectif C,\ : Gad(P’) —>■ tel que pour p G Irr(fR®(A)), 

identifie a Telement r 1 —>■ p(l,r) de (X)^, on a 

TVp o Int^—1 — ^3.^, X G Gad(P'). 

On voudrait etendre cette construction au cadre tordu qui nous interesse ici. On abandonne 
pour cela Tidentification Irr(!K®(A)) = i?®(A)^, qui s’adapte trfe mal au cadre tordu. 

Supposons de plus que Tensemble !N®’“(A) n’est pas vide (ou, ce qui revient au meme, que 
Tensemble Nc(f),lj{X) n’est pas vide). Alors Tensemble fR®’“(A) est une extension (scindee) 
de i?®’“(A) par U, et un espace tordu sous fR®(A). Pour f G 1R‘^’“(G), Tautomorphisme Of de 
fR'^(A) defini par rr = 6 f(r)r ne depend pas de f, et est note 631 . Un element de Irr(fR®’“(A)) 
est par definition la donnee d’un couple (p, p) ou p est un element de Irr(fR®(A) e’est- 
a-dire un element de Irr(fR®(A)) tel que p o 6 -f. = p, et p : (A) —^ U est une application 

telle que 

p{rrr') = p{r)p{f)p{r'), r G fR'®’“(A), r, r' G fR®(A). 

L’application p est une U-representation de fR®’“(A), e’est-a-dire qu’elle verifie 
p{z,f) = zp{l,f), (z,f) G K°’“(A) = U X i?®’“(A). 

Pour r G fR‘^(A) et p G Irr(fR®(A)), en posant r~^ 03 i(r) = {z, r') avec ^ G U et r' G R^{X), on 
a p{r~^ 6 oi{r)) = zp(l, r'). Par consequent, si pour un (e’est-a-dire pour tout) f G fR®’“(A), le 
triplet T = (T, X,r) est inessentiel, alors Tensemble Irr(fR®(A), 63 ?) est vide (et, ce qui revient 
au meme, Tensemble Irr(fR®’“(A)) est vide). Reciproquement, si pour r G (A), le triplet 
T = (T, A, r) est essentiel, alors puisque la representation tt,- de {G[F), uj) a un caractere non 
nul [Wl 2.9], Tensemble Irr(3?'^(A), 03 i) n’est pas vide. D’autre part, pour p G Irr(3?‘^(A)), 
si la representation Hp de G{F) est Ai-spherique pour un souS"groupe hyperspecial K\ 
de G{F) tel que Tensemble Ng(f){K-i) ne soit pas vide, alors on a p o 03 j = p. En effet. 
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pour G Na(F){Ki), la representation de G{F) est encore ^Li-spherique, done 

isomorphe a TTp, ce qui signifie que TVp se prolonge a {G{F), uj), et done que p £ Irr(lR‘'(A), 
L’existence du sous-espace hyperspecial {K, K) de G[F) assure done que 

(1) pour r £ le triplet {T,X,f) est essentiel. 

Tout element f £ 3?®’“ (A) definit un triplet (essentiel) r = (T, A, r) et une representation 
ttt de {G{F),ljj) qui prolonge tt — cf. 14.31 Le caractere 0,- de n-r est non nul, et Ton veut 
decrire la distribution ‘^(0 t) pour tout element c € S. Puisque Gad(T’) est le produit de 
Tad(-F’) et de I’image naturelle de Gsc(-F’) dans Gad(T) — cela resulte de la decomposition 
de Bruhat-Tits —, il suffit de le faire pour les elements c de la forme c = q{z,g) avec 

ffad £ Tnd{F). 

Lemme 3. — (On rappelle que A est un caractere unitaire et non ramifie de T{F) tel que 
Vensemblen’est pas vide.) Soient r £ et c £ G de la forme c = q{z,g) avec 

(?ad £ Ta,d{F). Choisissons un relevement w £ VL^’“(A) de la projection de r sur I’ensemble 
i?®’“(A) = W^’‘^{X)/Wq {X). Posons t = (T, A,f) et t = zg~^lntF,{g). Alors t appartient a 
T{F), et on a I’egalite 

"(0.) = A(t)0^. 

Demonstration. — Puisque gad £ T^d{F), les elements g et t appartiennent a T = T{F), et 
un calcul simple montre que t est T’-rationnel. Rappelons que pour z' £ U, on a 02 /,- = z'Qt.. 
Par consequent, quitte a remplacer r par z'f pour un z' £ U, on pent supposer que r est 
de la forme f = (l,f) pour un f £ i?'^’“(A). Relevons w en un element 7 ™ £ A^g(f),u;(A). 
L’automorphisme Int^,^ de G conserve T, et opere sur T comme Int^s = Intu, o 9 pour un 
element w £ ou 9 est le T-automorphisme de T defini par T. Considerons la serie 

principale tt = *s(A) et la representation ttt- de (G(F),uj) agissant sur I’espace IG de tt. 
Rappelons que cette derniere est definie par 

*-r( 57 *) = ^(fl) ° V(l, 7 *), g£G{F). 

Soit V[' I’automorphisme de IG defini par 

^{4>){x) = 4>{g~'^xg), 0 £ 14, a: £ G(f). 

C’est un automorphisme C-lineaire, et pas un automorphisme de G(-F’)-module. L’egalite de 
traces de I’enonce resulte en fait de I’egalite plus precise suivante 

(2) F.r{zg~^^g) = X{t)tt!-^ oF.r{'y)o^, 'y £ G{F). 

Prouvons (2). R est clair que 'K{g~^xg) = o n{x) o T pour tout x £ G{F). II suffit done 
de prouver que 7 rT-( 2 g~^ 7 iig) = A(t)T~^ o 7 fT-( 7 *) o T, ce qui equivaut a 

•F-r(t 7 *) = A(f)'l/“^ o frT-( 7 *) o 

Posons “'5 = Intu,(i?). Par definition |W1 2 . 8 ], on a = /i o /2 o 73 ou : 

- 7i £ IsomG(F)(is(A),is(a;A)) est defini par h((f)){x) = u!{x)cf)(x ); 

- 72 £ IsomG(F)(ji(wA),iSs(A)) est defini par l 2 {(j)){x) = 9 s( 7 a)^^^'('(Int“^(a:)); 

- h = Rb\^bW e IsomG(F)(*Ss(A),ii(A)); 

ou 0 £ 14 et a: £ G{F), 9 s( 7 a) est le Jacobien de I’application Int^,^ : Ub{F) —>■ U^b{F), 
et Rb,^b{X) est I’operateur d’entrelacement normalise (cf. (W1 1.10]). On note encore 'L 
I’automorphisme defini de la meme maniere sur les espaces des induites ^^(cjA), iSB(A), et 
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Ton note rautomorphisme de ces differents espaces obtenu en remplagant g par Intis (<?) 
dans la definition de Alois on a (calcul simple) 

o <[/= ^'o Ii, 72 0 ^ = $'0/2, 73 o tl>'= o 73, 

on d est un certain module. La relation cherchee equivaut done a 

'L o 7 r(t) = 

Deux autres calculs simples donnent ^ o 7r(t) = et d = Cela prouve 

(2), et done aussi le lemme. 

□ 

Soit uj'x. : 3?'^ (A) —>■ U rapplication definie par 

= Pu ° — 1) 

on pu : IR^(A) —>■ U designe la projection naturelle, et (dx — l)(r) = 03 i(r)r“^, r £ 1R®(A). 
On a done 

u}ji{z,r) =Pv°d%{^,r), {z,r) £ K'^(A) = U x 77 °(A). 

On note Irr(lR‘^(A), 0s, tujj) le sous-ensemble de Irr(lR‘^(A)) forme des p tels que po0s = wsp- 
Ce sous-ensemble n’est pas vide, il contient Tapplication pu- II est muni d’une structure de 
groupe commutatif, dMuite par restriction de celle sur Irr(lR‘^(A)) : pour p, p' £ Irr(lR®(A)), 
I’element p + p' de Irr(3?®(A)) est donne par 

{p + p'){z,r) = z~^p[z,r)p {z,r)-, 

Puj est I’element neutre, et I’inverse (—p) de p est donne par (—p)(z, r) = zp(l, Pour p G 
Irr(lR'^(A), 0s) et p' £ Irr(lR‘^(A), 0s, t^^s), I’element p + p^ est dans Irr(3l‘^(A), 0s). Cela munit 
Irr(lR'^(A), 0s) d’une structure de Irr(3l‘^(A), 0s, ws)“ensemble, et fait de 111(31*^(A), 0s) un 
espace principal homogene sous Irr(3?®(A),0s,t<Js)- 

On note Irr(3l‘^’“(A), ws) I’ensemble des couples (p, p) ou p est un element de I’ensemble 
Irr(lR®(A), 0s, ti^s), et p : 3?®’“(A) —> U est une application telle que 

p(rrr') = p(r)p(r)ws(T’')p(r'), r £ 3?‘^’“(A), r, r' £ Vp{\). 

L’application p est encore une U-representation de 3?*^’“(A). Get ensemble Irr(lR'^’“(A),cJs) 
n’est pas vide, il contient la projection naturelle pu : 3?‘^’“(A) —>■ U. On a une action de U sur 
Irr(lR®’“(A),tJs), donnee par z{p,p) = {p,zp), z £l]. Tout element p £ Irr(lR'^(A), 0s, t^^s) se 
prolonge en un element (p, p) de Irr(lR'^’“ (A), cjs), et les fibres de I’application (p, p) e->■ p sont 
les orbites de U dans Irr(3?®’“(A),cJs)- L’ensemble Irr(3 ?®’“(A),cjs) est muni d’une structure 
de groupe commutatif, d’element neutre pu, definie comme celle sur Irr(lR®(A), 0s, tus) : pour 
p, p £ Irr(3?®’“(A), tus), on note p + p I’element de Irr(3?®’“(A),cJs) defini par 

{p + p){z,f) = z~^p{z,f)p{z,f), {z,r) £ 3?°’“(A). 

Cette structure prolonge celle sur Irr(3?®(A),0s,<^s), au sens ou si p et p' prolongent les 
elements p et p' de Irr(3?® (A), 0s, alors p+p' prolonge p+p^ Pour p £ Irr(lR'^’“(A), cjs) et 
p' € Irr(3?®’“(A)), on definit comme ci-dessus un element p+p' = p'+p de Irr(3?®’“(A)). Cela 
munit 111 ( 3 ?*^’“(A)) d’une structure de Irr(3?®’“(A),a;s)-ensemble, qui prolonge la structure 
de Irr(3?®(A), 0 s, ws)-ensemble sur 111(3?*^(A), 0 s), et fait de 111(3?*^’“(A)) un espace principal 
homogene sous Irr(3 ?''’“(A),cjs)- 
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Rappelons que pour p G Irr(3?‘^(A), 03 ^), le choix d’un prolongement p de p a 3?®’“(A) 
definit un prolongement TTp de Hp a {G{F),iu), determine par le fait que pour 7 G Ng(f), uiiX), 
la restriction de Vb( 1 , 7 ) a I’espace de vTp est donnee par p(f)' 7 rp( 7 ), ou f est I’image de 7 
dans i?®’“(A). Pour c G C et (p,p) G Irr(lR®’“(A)), la reprfeentation ‘^(irp) de {G{F),uj) 
prolonge la reprfeentation “^(vTp) = vTp o Int^,-! de G{F), ou Ton a pose x = pad G Gau{F). 
Notons c ■ p I’element de Irr(lR®’“(A)) prolongeant x ■ p = p + Cx{x) defini par 

(3) (Q*p) — Q*op- 

Cela definit une action de C sur Irr(lR®’“(A)). Comme p et x-p appartiennent a Irr(lR'^(A), 03 j), 
I’element C,\[x) appartient a Irr(lR'^(A), cjjj). En composant I’liomomorphisme avec la 
projection C —>■ Gad{F), {z,g) 1 —>■ pad, on obtient done un homomorphisme 

Ca.g : C —>■ Irr(lR^(A), 9^,Ldoi)- 

Le lemme suivant est une simple consequence du lemme 3. 

Lemme 4. — (On rappelle que A est un caractere unitaire et non ramifie de T{F) tel que 
I’ensemble ^^’“(A) n’est pas vide.) II existe un unique homomorphisme 

Ca : e->Irr(K®’“(A),a;3j) 

qui verifie I’egalite 

c-p = p + Ca(c), p G Irr(lR®’“(A)), c G e. 

Get homomorphisme releve ()x,e o,u sens ou, compose avec la projection naturelle 

Irr(K'5’“(A),a;3j) ^ Irr(K°(A), 

il redonne Cx.e- Pour r G -R'^’“(A) et t = {T,X,r), I’application c 1 —>■ CA(c)(l,f)“^ est un 
caractere unitaire du groupe C, que I’on note lJt, et pour t = ( T , A, f ) se projetant sur r, 
la distribution Qt est un vecteur propre pour Faction de C relativement au caractere lOr, au 
sens oil I’on a 

'"(©t) = tdT(c)0T-, c G e. 

Enfin, le caractere ujt ne depend que de la classe de conjugaison du triplet t. 

Demonstration. — Notons qu’il existe au plus une application 1 ^ : C —> Irr(D?'^’“(A), tdjj) telle 
que c ■ p = p + ((c) pour tout p G Irr(lR'^’“(A)). Done si une telle application existe, elle 
est unique. Soit f G 3?®’“(A), d’image f G i?'®’“(A). Posons r = (T,X,r) et r = (T,X,r). 
D’apres le lemme 3, pour c G C, il existe une constante lJt{c) G U telle que 

(4) "(0^) =cd.(c)e.. 

Concretement, on choisit un couple (z, g) £ C tel que c = q(z, g), un element y G Gsc(F) tel 
PadPad G Tnd(F), et I’on pose g' = n(y)g G T, ou tt : Gse —>■ G est I’homomorphisme naturel. 
On choisit aussi un relevement w G VP®’“(A) de f, et I’on pose t = 2 :p'~^Intt 5 (p'). Alors 
t G T(F), et I’on acdT(c) = X(t). D’apres (4), I’application c 1 —>■ 10 ^( 0 ) est un caractere unitaire 
du groupe C, et la distribution 0 t- est un vecteur propre pour Taction de C relativement a ce 
caractere Wr- De plus, tout comme la distribution 0^, le caractere uJt ne depend que de la 
classe de conjugaison du triplet r. Rappelons que la distribution 0 t- est donnee par (l4.3l f3D 

0 x = 

peIrr(XG(A).e 3 i) 
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Pour c G C, on a done 

‘'(©t) = • P)(T)e7rp, 

peIrr(KG(A),e3i) 

et d’apres (4), on a 

(5) (c"^ • p){r) = uj.r{c)p{r), p G Irr(K'^(A), Sx). 

Pour c G C, posons 

C\ic){r) = pv{r)ujT{c)~^. 

D’apres (5), pour {z,f) G (A), on a 

(c- p)(z,f} = z~^p{z,f)Cxic)iz,r), p G Irr(3?'^-“(A), 03 j). 

On en deduit que : 

- pour c G C, I’application r i—>■ (x(c)(r) est un element de Irr(3?‘^’“(A),ojaj); 

- pour c G C et p G Irr(K‘'’‘^(A)), on a c • p = p + Ca(c) ; 

- I’application C —>■ Irr(3?'^’“(A),aj3;), c i—>■ (x(c) est un homomorphisme; 

- pour c = q(z,g) G C, Ca(c) est un prolongement de (x,e(c) = CA(5ad)- 

Cela demontre le lemme. □ 

Pour c G C et p G Irr(3?®’“(A)), on a done 

(6) = ©*p+Ca(<=)- 

Pour p G Irr(3?‘^(A)), on a vu plus haut que si la representation Wp de G{F) est Ki~ 
spherique pour un sous-groupe hyperspeeial K\ de G{F) tel que I’ensemble Ng{f){Ki) ne 
soit pas vide, alors elle se prolonge a {G{F), to). Pour definir un tel prolongement itp, il suffit 
de ehoisir un element G Ng(f){Ki), et d’imposer la eondition 

0#p(1ki5i) = 1. 

Cela determine irp et, ee qui revient au meme, le relevement p de p a Di‘^’“(A). 

Soit po G Irr(3?'^(A)) I’element tel que la representation TTp^ est if-spherique. La represen¬ 
tation TTpo de G{F) se prolonge a {G{F),lo), et Ton note po le prolongement de po a 3?®’"(A) 
normalise par K, e’est-a-dire tel que 

©*Po ^ 1- 

Pour c = q{z, g) G C, notons (‘’if, ‘’if) le sous-espace hyperspecial de G{F) defini par 

‘’A" = Intg(A), ‘’if = z”^Intg(if). 

La representation ‘’(TTpg) ~ Tpp+f^(c) ^e {G{F),uj) est un prolongement de la representation 
TTpo o Intg-i ~ 7rp„+,;(g^j) de G{F). Son caractere = ‘'(©Spo) verifie 

^ (©*po)( ^ ©*Po(^if) = 1- 

Plus generalement, pour p G Irr(K®’“(A)), c = q{z, g) G C, et Ai un sous-espace hyperspecial 
de G{F), on a 

(7) 


+ ^ ©*p(1ai)- 
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Remarque 3. — D’apres le lemme 1, les sous-espaces hyperspeciaux de G{F) ferment 
une seule orbite sous Taction de C par conjugaison. Par suite les elements po + C\{gad), pour 
{z,g) G C, decrivent les elements de Irr(lR'^(A),tels que la reprfeentation Tip de G{F) 
associee a p est /Ti-spherique pour un sous-espace hyperspecial (iTi, Ki) de G{F). On pent 
se demander si ces elements decrivent tout Tensemble Irr(lR®(A),II semble que ce soit 
le cas si Tensemble E^ii n’est pas vide, mais en general nous ne savons pas repondre a cette 
question. 

Remarque 4. — Soit A un caractere unitaire et non ramifie de T{F), et soit f G R'^’“(A). 
Posons r = (T, A,f). Alors la restriction de uj-r au sous-groupe G^{F) de C est un caractere 
non ramifie de G^{F), e’est-a-dire qu’il correspond a une classe de cohomologie, disons 
Ot G ^(Gj)), qui est non ramifiee. En effet, pour c = q{z,g) G C, on a 

t^r(c) = CA(c)(l,f)-\ 

Or Ca(c) G Irr(lR®’“(A),a; 3 {) est un prolongement de 

CA(flad) G C Irr(lR'^(A)) = 

et Tapplication ("a : Gad(E’) —>■ se factorise a travers le groupe abelien fini 

ker(^,c/(l - ^ ^/(l - 

qui parametrise les caracteres non ramifife de Gad(E’) qui sont triviaux sur q{G{F)) — cf. l4.7l 
D’ou le resultat, puisqu’un caractere non ramifie de Gad(E) compose avec Thomomorphisme 
naturel G|)(E) —> Gau{F), est un caractere non ramifie de Gf{F). 

4.10. L’ensemble £t-nr. — On a fixe en l4.4l un ensemble £nr de reprfeentants des classes 
d’isomorphisme de donnees endoscopiques elliptiques et non ramifiees pour (G, a). Soit £t-nr 
le sous-ensemble de £nr forme des donnees G' = {G', 9^ s) telles que le groupe sous-jacent 
G' est un tore. 

Soit T' = s) G £t-nr. Un caractere affine de T'{F) est une representation {x\x') 

de T'{F) telle que x' est un caractere de T'{F). Un caractere affine x' de T'{F) est unitaire 
s’il prend ses vafeurs dans U, et on dit qu’if est non ramifie si fe caractere x' de T'{F) est 
non ramifie (e’est-a-dire trivial sur le sous-groupe compact maximal T'{F)i de T'{F)). Au 
sous-espace hyperspecial (K,K') de G{F) est associe un sous-espace hyperspecial {K',K') 
de T'{F). On a forcement K' = T'{F)i et Nt'(f){K') = T'{F). Ecrivons K' = K'Sq pour un 
element Sq G T'{F). Puisque T' est a torsion interieure, tout caractere de T'{F) se prolonge 
en un caractere affine de T'{F), et un tel prolongement est determine par sa valeur en Sq. 
Un caractere affine unitaire et non ramifie x' de T'{F) est dit normalise par K si x'(^o) ~ 
e’est-a-dire si fa restriction de x' a K' vaut 1. Rappefons que pour transferer un caractere 
affine de T'{F) en une reprfeentation de {G{F),uj), if faut fixer un isomorphisme ^T' 7'. 

Pour cefa on choisit un element {h, ifi) £ 7', et Ton prend f’isomorphisme defini par 

{t', w(j)^) i-A {t', w){h, 0)*’, t' G T', w G If, A: G Z. 

Si le lemme fondamental pour les unites des algebres de Hecke spheriques est vrai pour la 
donnee T' (par exemple si la caracteristique residuelle de F est assez grande), un caractere 
affine unitaire et non ramifie x' de T'{F) est normalise par K si et seulement si 

Tt'(x)(1k) = 1- 

Ecrivons s = s6 et posons h — hfj). En consideront s et h comme des automorphismes de 
G, on a Tegalite sh — a{(j))hs, ou a : Wf —>■ Z(G) est un cocycle dans la classe a. 
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Jusqu’a la fin de ce numero, on suppose G = Gad- Alois les automorphismes s et 
h de G verifient les proprietes suivantes : 

(1) s est semisimple et la composante neutre S = Gg du centralisateur de s dans G est un 
tore; 

(2) sh = hs (c’est I’egalite (1) de l2.6ll ; 

(3) le sous-groupe des points fixes de est fini (cela traduit rellipticite de T') ; 

(4) le commutant commun (s, h) de s et h dans G est fini; 

(5) pour n, m £ Z, I’element est semisimple. 

En effet, (1), (2) et (3) resultent des definitions. Puisque la composante neutre S^'° de 
est aussi la composante neutre de Zq{s, h), (3) est equivalent a (4). On salt qu’a conjugaison 
pres, on pent supposer que s appartient a T. Alois S = T^’°, et comme h normalise ce tore, 
il normalise aussi son commutant T. Pour n, m G Z, on a alors pour un 

element g € N^{T). Une puissance d’un tel element appartient au tore T, d’ou (5). 
Inversement, on a : 

(6) si les automorphismes § et h verifient (2), (4) et (5), alors il verifient (1). 

En effet, si s et verifient (2), (4) et (5), alors comme h commute a s, il stabilise Gg. Puisque 
h est semisimple, sa restriction a Gg Test aussi, et h stabilise une paire de Borel {B',T') de 
Gg. Si Gg n’est pas reduit a T', alors h conserve le cocaractere de T' qui est la somme des 
coracines positives relativement a 13'. L’image de ce cocaractere est done contenue dans le 
groupe Zq{s, h), et ce dernier n’est pas fini, ce qui contredit (4). 

Notons aussi que puisque les roles des automorphismes s et h sont symetriques, s’ils 
verifient (2), (4) et (5), alors on a aussi : 

(1)' h est semisimple et la composante neutre Gh du centralisateur de h dans G est un 
tore. 

4.11. L’application {T',x') i-A — (On ne suppose plus que le groupe G est adjoint.) 
Soit T' — (T',T',s) G £t-nr. On suppose que s appartient a T6. Choisissons un element 
(h, (p) G T'. Il definit comme en l4.10l un isomorphisme ^T' 7'. Posons s = s9 et h = h(f>. 

On a done sh — a{<p)ha, ou a : Wf —>■ Z{G) est un cocycle dans la classe a. 

Soit x' UR caractere unitaire et non ramifie de T'{F). A x' est associe un parametre non 
ramifie \ Wf —>■ ^T', et un parametre non ramifie 

ip' : Wf ^ ^t' ~ T' -a ^G. 

A ce parametre (tempere et non ramifie) ip' sont associes un S-groupe 

S{ip') = S^7S°,Z(G)^^, = {(? G G : Ints(h) = h}, 

et un “S-groupe tordu” 

S{p',a) = VJS°,^(G)^^, V, = {g G G§ : Int5(h) = a{P)h}. 

Notons que S^p/^a est un S^^^'-espace tordu, et que S{p',a) est un S'((p')-espace tordu. Par 
definition, I’element s appartient a S^p/^a- A p' est aussi associe un caractere unitaire et non 
ramifie de T{F), bien defini a conjugaison pres par Nq(^f){T)- Soit b' G T' I’element 
defini par (pp) = b' y) cp. Rappelons que (par ellipticite) on a c Z{G), ce qui entraine 
I’egalite T' = (Z(G)nT')(l — (pT')('^')- On peut done supposer que b' appartient a Z(G)nf'. 
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D’autre part, choisissons un element y £ Gsc tel que Int^^-i {h) = hcf) pour un element hdf, 
et notons : Wf —>■ le parametre tempere et non ramifie defini par 

(cp) = b'h XI cp. 

A Ip"'" sont associes un caractere unitaire et non ramifie A = de T{F), et un parametre 
(tempere et non ramifie) 

iP - Wf ^ ^G. 

On a done un i?-groupe i?'^(A), et un i?-groupe tordu i?®’“(A) — cf. 14.21 On a aussi un S- 
groupe S{'ip) = S^/S^Z{G)''^ et un S-groupe tordu S{ip,a) = S^^a/S!^Z{G)''‘^, ou est 
defini en l3.2l fcf. aussi la remarque 2 de l4.7ll . Ces ensembles sont ceux obtenus en remplagant 
h par b'h(p dans les definitions de S{ip') et S{ip',a). Puisque b' £ Z(G), I’automorphisme 
Inty de G induit un isomorphisme de sur S^/, et done un isomorphisme de sur S°/. 
D’autre part, puisque b' £ Z(G) et 9{b') = b', I’automorphisme Int^ de G9 induit aussi une 
bijeetion de Ay,,a sur S^i^a- D’ou, par passage aux quotients, une applieation bijective 

(1) Inty :S{ip,a) 

qui prolonge I’isomorphisme Int^ : S{tp) —>■ S{y}'). 

Posons U = et notons N le normalisateur de T dans G. Puisque U est un tore 

maximal de et que Inty(A^,ad) = S°',aA 6st un tore (14.101 relation (1)'), on a = U. 
Par suite VK®(A) = {!}, et Ton a un isomorphisme naturel (of. la remarque 1 de 14.711 

R^{X) = W°{X) ^ (A n Av,)/(T n S^) = S{xP), r hA tA(r)-i 

avec 

fnSi, = lJZ{Gf'^, f'nA; = C/. 

D’apres la remarque 2 de l4.7l on a aussi une applieation bijeetive 

(2) lx : A®’“(A) = fP°’“(A) ^ (iVen Ay,.,)/(f (A Ay,) = S{xP,a) 
qui verifie 

Lx{fr') = Lx{r)lx{r), f £ R°’“{X), r £ R°{X). 

En eomposant (1) et (2), on obtient une applieation bijeetive 

(3) jx-R°'‘^W^S{^\a), 

qui verifie 

jx{fr) = Int;,(tA(r))jA(r), f £ ii®’“(A), r £ ii‘^(A). 

Remarque 1. — La bijeetion (3) depend bien sur du ehoix de y (d’ailleurs le earaetere A 
aussi en depend). Soit y\ £ Gsc un autre element tel que Intyj-i(Ai) = tip pour un ti £ T. 
Get element definit comme ci-dessus un parametre ipf : Wf —>■ auquel est assoeie un 

earaetere unitaire et non ramifie Ai de T{F), et un parametre (tempere et non ramifie) 
ipi : Wf —>■ ^G. Posons x = yP^y. On a done Inta:(Ay,) = Ay,i. Puisque A^^ = U = et 
Zq{U) = T, I’element x appartient a IV, et sa projection sur W = N/T appartient a W'"^. 
On en deduit que la bijeetion 

jxi :R®’“(Ai)^ A(/,a) 

se deduit de (3) par transport de structure grace a I’automorphisme Int^, de T. 
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Soit f Telement de 7?®’“ (A) correspondant a la projection de s G sur S{ip\a) par 

la bijection (3). La condition d’ellipticite sur s assure que f appartient a _R®g“(A). En effet, 
posons U' = S^i {— Intj,(S'J)). C’est un tore de G, qui coincide avec le centralisateur connexe 
Gh = ZQ{h)°. L’application naturelle U T/{I — (j>T){T) est surjective, de noyau fini. Ainsi 
I’isomorphisme Inty identifie X{At) ®z R a X{U') R, et Taction de f a celle de s = s 9 . 
D’autre part, on a Tegalite 

(4) det(l — t-^At/Aq) = det(l — 9\Ag/Aq) det(l — f^AT/Aa)- 

Soit UU = Timage de U' dans Gad par la projection naturelle q ■. G ^ Gad- D’apres 

la condition d’ellipticite, le commutant commun de s et dans Gad est fini fd’apres I4.10[ 
relation (4)). Par suite le sous-groupe C t/gj forme des points fixes sous s est fini, 

1 — f est un automorphisme de AtIAo, et Ay = A% = Ag. On obtient done un triplet 
elliptique essentiel (non ramifie) T-^t = (T, A,f) G bien defini a conjugaison pres. 

Soit x' un caractere affine unitaire de T'{F) prolongeant x' ■ Alors on pent relever r^/ en 
un triplet = {T, A, f) G £gi'i — lui aussi bien defini a conjugaison pres — en imposant la 
condition 

(5) e..,(i^) = x'(iK')- 

Si le lemme fondamental pour les unites des algebres de Hecke spheriques est vrai pour la 
donnee T' , cela revient a imposer que 

e..,(i^) = Ty,(x')(ix). 

Remarque 2. — Tout element x G Aut(T') definit un automorphisme Oa, de T' et un 
automorphisme de T' = T' Xz{a) Z,(G, £). Soient (xiiXi) 6t (X 2 !X 2 ) deux caracteres 
affines unitaires et non ramifies de T'{F). D’apres la construction, si xi et X 2 se deduisent 
Tun de Tautre par un element de Aut(T'), alors et sont dans la meme classe de 
conjugaison de . De meme, si x'l et X2 se deduisent Tun de Tautre par un element de 

Aut(T'), alors et sont dans la meme classe de conjugaison de £efi . 

Lemme 1 . — SoitT' = (r','J',s) G fiit-nr- Soit (x^ xO ™ caractere affine unitaire et non 
ramifie de T'{F), et soit t' = (g £eii/conj.). On a I’egalite 

(0,,, e^Oeii = c(G, G'r^\AntiT')/B\-\ 
oil B est le stabilisateur de x' dans Aut(T'). 

Demonstration. — Reprenons les constructions (et aussi les notations) precedentes. D’apres 
la relation (6) de l4.3[ on a 

(0.^', 0-r')eii = |Stab(i?‘^((T),f)|| det(l - f; Ar/Ag)!, 
et d’apres la relation (4) ci-dessus, on a 

I det(l — f; Ay/Ag)! = I det(l — 6; AG/Ag)|| det(l — r; Ay/AG)|. 

Le terme | det(l — f; Ay/Ao)! est egal a | det(l — s; X{tj'^Yj R)|. Par un resultat general 
concernant les automorphismes d’un tore complexe, ce terme est aussi egal a |(Gad)*l- 
On a un isomorphisme 

Stab(R®(A),f) ~ Stab(5((p'),s), 

ou Stab(S'((pO, s) designe le commutant de s dans S{ip')- Notons X le groupe des a; G G 
tels que Int 3 ,-i(/r) — h et Int 3 ,-i(s) G Z{G)s. Par definition, X est un sous-groupe de S^i. 
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En se rappelant que sh £ Z{G)hs, on voit que si a; G X, alors Int^_i(s) £ Z{G)^^s. Cela 
implique que I’image de X dans S{ip') = S^p//U'Z{G)^^ est contenue dans Stab(S'(</5'), s). 
On en deduit une suite 

(6) 1 (X n U')Z{Gf^ X Stab(5(v5'),«) ^ 1- 

Montrons que cette suite est exacte. L’injectivite a gauche et I’exactitude au centre sont 
faciles, puisque X n {U'Z{G)^^) = (X n U')Z{G)^^ . II s’agit de prouver la surjectivite a 
droite. Soit x £ Spi dont I’image dans S{ip') est fixee par s. On a done Ints(a;) G U'Z{G)^^x. 
Comme rautomorphisme s de n’a qu’un nombre fini de points fixes, on a 

U' = iZ{G)nU'){l- s){U'). 

Par suite, quitte a multiplier x par un element convenable de U' , on pent supposer que 
Ints(a;) £ Z{G). Mais alors x appartient a X, d’ou la surjectivite cherchee. 

Remarquons que le groupe X est d’image finie dans Gad (toujours parce que le commutant 
commun de s et fi. dans Gad est fini). II en resulte que la composante neutre de X est 
Z{G)^^’° . Dans la suite (6), on pent quotienter les deux premiers termes par Z{G)^^’°. On 
obtient ainsi des groupes finis, d’ou I’egalite 

|Stab(5((p'),s)l = \X/Z{Gf‘^’°\\{XnlJ')Z{GY'’^/Z{Gf^'°\-\ 

Par definition de X, I’ensemble Xf^U' s’envoie surjectivement sur {11'^^)°. On en deduit une 
suite exacte courte 

1 ^ Z(G)^^/2-(G)^^’° ^ (XnG')^(G')^^/^(G)^^’° ^ {ULiY 1, 

puis I’egalite 

= |(xnt/')^(G)^^/^(G)^^’°||^o(^(G)^^)rV 

On obtient 

|Stab(S(^'),S)||(G'd)i = \X/Z{GY^^°\\'no{Z{GYn\~^- 

En rassemblant les calculs ci-dessus, on obtient I’egalite 

(7) (e,,,e,,)eii = \dBX{i-e-AG/AQ)\\x/z{GY'^'°\\Mz{GYn\~^- 

Le stabilisateur B de Y dans Aut(T') est aussi celui de x\ autrement dit du parametre 
Y modulo action de T' . Rappelons que Y{4') ~ b'{h,(j>), avec b' £ Z{G) O T'. C’est-a-dire 
que B est le groupe des x £ G tels que hA,^-i{b'h) G (1 — h){T')b'h et Int 2 ,-i(s) G Z{G)s. 
On voit que B = T'X. On obtient une suite exacte 

1 -)• (Xnf’')^(G')^^’7^(G)^^’° X/Z(G)^'"’° B/f'Z{GY^’° 1, 

d’ou (puisque tous ces groupes sont finis) 

\X/Z{gY’^’°\ = \{Xf\f')Z[GY^-°/Z{GY‘^’°\\B/f'Z{GY'^’°\. 

Le groupe T'Z{GY^’° est la composante neutre de B, comme de Aut(T') ; d’ou 

\B/f'Z{GY^’°\ = |Aut(T')/BrVo(Aut(T'))|. 

En utilisant [KSB 2.1, page 19], on obtient 

ko(Aut(T'))l = |Out(T')|7o([^(G)/(Z(G) nT')P). 

D’autre part, on a X n T' = , d’ou une suite exacte 

1 ^ {f r\Z{Gf'^'°)/Z{GY^’^’° f'CFiz(^QYF,e,o [3ir\f')Z{GY'^'°/Z{ gY'^'° 1 . 
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On en deduit (a nouveau puisque ces groupes sont finis) 

L’egalite (7) devient 

(e^sO^Oell = |det(l-0;^G/ylQ)||7ro(^(G)^^)r' X ••• 

• • • X |Out(T')||7ro([Z(G)/(Z(G) n f')fn\ X • • • 

•••X \no{f'^‘^)\\no{f' n Z{Gf’^’°)\-^\Aut{T')/B\-^ 

On reconnait le produit des premiers termes (tons sauf le dernier) : c’est c(G, G)“^. D’ou le 
lemme. □ 

Par linearite, I’application (T',xO definit un homomorphisme (normalise grace 

au choix de I’espace hyperspecial K, c’est-a-dire par la condition (5)) 

(8) 0 r»“'^(T'(F))^Z37(G(F),cu). 

T'6(Ht_„r 

Lemme 2. — L’homomorphisme (8) est surjectif. 

Demonstration. — II s’agit d’inverser la construction de I’application {T',x') “^x'- On 

part d’un triplet r = (T, A, r) G E^n- Soit : Wf —>■ un parametre non ramifie associe a 
A, et soit Ip : Wf —>■ ^G le parametre non ramifie obtenu en composant pF avec le plongement 
naturel ^ ^G. Soit § = s6 un element de Nd n se projetant sur I’image de f dans 
S{ip,a) par la bijection (2). Soit h £ T I’element defini par pF(jp) = h x (p. Posons h = hep. 
Alors on a sh = a{<p)hs. Puisque W^{\) = {!}, le centralisateur connexe Gh = coincide 
avec le tore U = T^r’° (14.71 f51 i. L’application naturelle U —>■ T/{1 — Pt){T) est surjective, 
de noyau fini. On identifie X{At) R a X{U) R, et Taction de r a celle de s = s9. Soit 
Gad = S^,ad Timage de U dans Gad par la projection naturelle G —>■ Gad- La condition 
d’ellipticite sur r assure (d’apres (4)) que Tautomorphisme s de Gad n’a qu’un nombre fini 
de points fixes, par consequent le commutant commun de s et dans Gad est fini, et les 
automorphismes s et h de Gad verifient les proprietes (1) a (6) de l4.10l frapnelons que dans 
ces proprietes, les roles de s et h sont symetriques). En particulier, s est semisimple — 
comme automorphisme de Gad, et done aussi comme element de G — et le centralisateur 
connexe Gs est un tore, disons T'. Soit 7' le sous-groupe de ^G engendre par T' et iP^Wf). 
C’est un sous-groupe ferme de ^G, et une extension scindee de Wf par T'. On munit T' de 
Taction galoisienne a i—>■ a-ji definie comme suit : pour a = avec w G 7 _f et fc G Z, on 
pose ctt' = <p 7 ' avec 

((>T'(a:) = Int/i(a:) = /i(()G(a:)/i~^, x £ f'. 

Soit T' un tore defini sur F tel que = T' x Wf, c’est-a-dire tel que Taction galoisienne 
cr I— >■ uf' sur T' donnee par T' coincide avec a i—>■ a-j'. Par construction, le triplet (T',T',s) 
est une donnee endoscopique non ramifiee pour {G,a), et puisque le commutant commun de 
h et s dans Gad est fini, cette donnee est elliptique : on a = [Z(G)®]’"^’°. Elle est 

done isomorphe a un unique element T'l = si) de fiit-nr- Soit a; G G tel que 

x7'x~^ = T(, xsx~^ £ Z{G)si. 

Le choix d’un element dans Tj definit un isomorphisme Ti qui, compose avec 

Thomomorphisme Wf 7' 7[, donne un parametre : Wf —>■ ^Tl. A ce parametre 

correspond un caractere unitaire et non ramifie Xi de T[{F), que Ton prolonge en un caractere 
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affine unitaire x'l de T{[F). Par construction, les elements r et de sont dans la meme 
classe de conjugaison par G{F). Si de plus on choisit un relevement r G £gfi de r, alors on pent 
normaliser le prolongement x'l en imposant la condition ) = 0 t-( 1^), on {K[, K[) est 

le sous-espace hyperspecial de T[{F) associe a (K,K). Alors les elements r et de fign 
sont dans la meme classe de conjugaison par G{F). Cela demontre le lemme. □ 

Remarque 3. — On verra plus loin (14.1211 que I’homomorphisme ( 8 ) se factorise en un 
isomorphisme 

T'eCt-nr 

4.12. Preuve de la commutativite du diagramme (5) de 13.41 — On rappelle qu’a 
une donnee G' £ est cissocie un caractere u!a> de Gf{F). Si I’ensemble £t-nr n’est pas vide, 
alors les proprietes suivantes sont verifiees : 

(1) Soient T*!, T 2 £t—nr- Si ~ alors = X' 2 - 

(2) Soit T' = (r',T',s) G filt-nr, et soit (x^xO un caractere affine unitaire et non ramifie 
de T'{F). La distribution Tx'ix') 6 st un vecteur propre pour Taction du groupe C 
relativement a un caractere de ce groupe, c’est-a-dire qu’on a 

‘^(Tr,(x'))=^x'WTT'(x), CGC. 

(3) Soit T = (r',T',s) G filt-nr, et soient (xuXi) 6 t (X 21 X 2 ) deux caracteres affines 
unitaires et non ramifies de T'{F). Si cu^i^ = alors a homothetie pres, Xi et X 2 se 
deduisent Tun de Tautre par Taction d’un element de Aut(T'). 

(4) Soit T = {T',7', s) G 2:t-nr, et soit x' un caractere unitaire et non ramifie de T'{F). 
On a uj^i = uJt ,■ 

X X 

Ces quatre propriety seront demontrees (sous Thypothese filt-nr 7 ^ 0) dans la section 5. 
Admettons ce resultat, ainsi que le lemme fondamental pour les unites des algebres de Hecke 
spheriques pour toutes les donnees T' G £t-nr, et deduisons-en que le diagramme (5) de 13.41 
est commutatif. 

Supposons pour commencer que Tensemble E^ii est vide. Alors d’aores 14.31 on a 

L>eii(G(F),a;) = DS”(G(P),a;), 

et dans ce cas, le diagramme (5) de 13.41 est trivialement commutatif. 

Supposons maintenant que Tensemble E^{i n’est pas vide. Grace au lemme 2 de 14.111 
cela equivaut a ce que Tensemble filt-nr ne soit pas vide. Soit un couple (T',x') forme d’un 
element T' G filt-nr et d’un caractere affine unitaire et non ramifie (x^xO ^e T'{F). On 
veut calculer le transfer! T'r'i'x)- Soit t' = un element de £“fi associe a (T', x') comme 
en 14.111 — il est bien defini a conjugaison pres — et soit t ' = r^/ son image dans f?en- Le 
caractere uJr' de C est bien defini, et d’apres la propriete (4), on a 

LUr' = . 

Ecrivons 

(5) Tt'{x)= Y. Tx'te'K, TT'{x)r£Dr, 

’■6£ell/conj. 

conformement a la decomposition (2) de l4.3l D’apres le lemme 4 et la remarque 4 de l4.9l pour 
T G i?"ij/conj., tout element non nul de Tespace Dt est un vecteur propre pour Taction du 
groupe C relativement a un caractere Ut de ce groupe, et la restriction de lot au sous-groupe 
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G'tj(-F) C C est un caractere non ramifie de Gji(-F). D’autre part, puisque rhomomorphisme 
(8) de l4.11l est surjectif (14.111 lemme 2), d’apres les propriety (1), (2), (3), (4) et la remarque 
2 de 14.Ill si deux triplets ri, r 2 G i?en verifient alors il sont conjugues par un 

element de G{F). On en deduit que 

(6) TT'ix) = ce^'+ T^T'ix). 

T6B'f“/conj. 

pour une constante c G C, ou (rappel) Pour r G ISefi^/conj., la distribution 

Tx' {x')t 6st dans Dt C Dlii^{G{F),uj). En appliquant le lemme fondamental pour les unites 
des algebres de Hecke spheriques a la donnee T', on obtient que 

0 / x'(Ik') = Tx-(x )(1 k) = ce.'(lif). 

Puisque r' = r^/, on a Tx'(x0(1k) ~ c = 1. 

Pour calculer le produit scalaire elliptique de la distribution il fS'Ut commencer 

par rendre le caractere x' invariant par le groupe des automorphismes de T'. Notons B le 
stabilisateur de x' dans Aut(T'), et posons 

I' = \Ant{T')/B\-^ "(X )■ 

a:^Aut(T')/S 

La distribution sur T'{F) appartient a I’espace D°''(T'(E’))^'^**'^ 1 \ 

et comme Tx'(xO ~ Tx'(C0i on a 

(7) Tx'(|') = ©-'+TT'(e')'™, I] Tx-(l')- 

TeB'fi^/conj. 

Puisque 

(fM')Si' = |Aut(T')/Br^(x',x')Si' = |Aut(T')/Br\ 

d’aprfe le lemme 1 de l4.11l on a 

D’autre part, d’apres le lemme 3 de 14.61 fformule des produits scalaires elliptiques), on a 

(Tx'(|'),TT'(f'))eii = ciG,TT\i',i% = (e^-.e^Oeii. 

D’apres (7), on a done = 0 et 

(8) Tx'(x) = e^'- 

En definitive, on a prouve que I’application (T',x') i-A est une bijection entre : 

- I’ensemble des paires (T', x') ou T' G Cit-nr et x' est un caractere affine unitaire et non 
ramifie de T'{F), ou x' ost pris modulo Taction de Aut(T'); 

- Tensemble Sg/j/conj. des triplets t' G Sgii, pris a conjugaison prfe dans G{F). 

Cette bijection est completement determinee par Tegalite (8), ou, ce qui revient au meme, 
par les deux conditions 

( 9 ) uj^,=ujy, O-r'(ljf) =x(lj^,), 

ou t' est la projection de t' sur F^fi et x' est le caractere de T'{F) sous-jacent a x'■ 

Revenons a notre propos, la demonstration de la commutativite du diagramme (5) de l3.4l 
Remarquons tout d’abord que la bijection donnee par (8) implique que Thomomorphisme 
(8) de l4.11l se factorise en un isomorphisme 

(10) 0 ^Di^{G{F),uj) 

^ — nr 
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qui n’est autre que celui deduit par restriction de I’isomorphisme (4) de 14.41 On en deduit 
I’inclusion 

(11) TG-(5r»S"(G'(F))cz?S”(G,w), G'eenr. 

Par consequent pour G' G fiinr \ £t-nr, le diagramme (5) de l3.4l est trivialement commutatif. 
Soit done T' G fiit-nr, et soit x' un caractere affine unitaire et non ramifie de T'{F), que Ton 
peut supposer normalise par K ('cf. I4.10ll . Soit t = G £“11 un triplet associe a x' comme 
en l4.11l Ecrivons r = (T, A, r). On a vu (8) que 0 t- = Tt(xO' Oii ^ 

P^^iO-r) = Po(r)e*p^, 

ou po est I’element de Irr(3?‘^(A), Sai) tel que npg est I’element /C-spherique de IIa, et po est 
le prolongement de po a (A) normalise par 0s--^(l^) = 1. Puisque la distribution 0 t- 
elle-meme a ete normalisee de sorte que 0 t-( 1^) = 1, cela entraine po{f) — 1. D’autre part, 
on a (x') = x^ et t 7 '/(x') = 000*^^^ pour une constante co G U. Comme 

tT'(x )(1 k) = X'(lif/) = 1, 

on obtient cq = 1, puis 

p^(0O=tT'(x)- 

Cela acheve la demonstration de la commutativite du diagramme (5) de 13.41 

Remarque. — Pour etablir la commutativite du diagramme (5) de 13.41 on a ete amene 
a prouver la parametrisation endoscopique des representations temperees elliptiques non 
ramifiees de {G{F),u}), e’est-a-dire I’egalite (8). On peut bien sur, grace au dictionnaire de 

KTH ecrire cette egalite en termes duaux, e’est-a-dire remplacer le R-groupe tordu i?®’“(A) 
~ t' 

par le S-groupe tordu S{(p', a) — ou ip' est le parametre Wf ——> — T' ^ — dans 

la decomposition du caractere elliptique Ot^, rtssocie a (T',x'). 

4.13. le cas du groupe GL(n) tordu. — Dans ce numero, on considere le cas du groupe 
GL{n,F) tordu, e’est-a-dire du groupe lineaire deploye G = GL{n) pour un entier n > 1, 
avec comme automorphisme exterieur g 1 —>■ ■ 

Proposition. — Le lemme fondamental tordu pour tous les elements des algebres de 
Hecke spheriques est vrai sans restriction sur la caracteristique residuelle dans le cas du 
groupe GL{n, F) tordu. 

Demonstration. — Les reductions faites permettent de ne considerer que le cas d’un espace 
de Levi qui admet une donnee endoscopique elliptique dont le groupe sous-jacent est un tore. 
Et en plus, seul le lemme fondamental pour les unites des algebres de Hecke spheriques doit 
etre prouve sans restriction sur la caracteristique residuelle. Un espace de Levi est produit 
d’au plus un groupe GL{n',F) tordu (avec n' < n) et d’un certain nombre fini de paires 
GL{m, F) X GL(m, F) sur lesquelles I’automorphisme agit par permutation. Pour ces paires, 
le lemme a prouver est immediat. Cela nous ramene au cas d’un groupe GL{n, F) tordu qui 
admet une donnee endoscopique elliptique dont le groupe sous-jacent est un tore. Cela ne 
peut se produire que si n = 1 ou n = 2. Au lieu de prouver le lemme fondamental pour les 
unites des algebres de Hecke spheriques, on peut aussi, ce que I’on va faire dans le cas n = 1, 
simplement prouver le transfert spectral cherche (cf. ci-dessous). 

Pour cela, il faut d’abord verifier que le transfert spectral se traduit aisement en termes 
des fonctions-caracteres des representations. En toute generalite, done en particulier pour un 
G-espace tordu G verifiant les hypotheses de l2.ll pour une donnee endoscopique elliptique 
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G' = (G',S^s) pour G, et pour des distributions 0 G D{G{F)) et 0' £ SD{G'{F)), on a 
le transfert spectral 

e(/) = e'(/^'), f&GT{G{F)), 

si et seulement si pour pour tout element 7 G G{F) fortement regulier, on a I’egalite 

(1) d,-i/^i3«(7)i/=0(7) = ^ A(d, 7) D°' (5)'/"0'(<5), 

s 

ou S parcourt les elements fortement G~reguliers de G'{F) qui correspondent a 7, pris a 
conjugaison stable pres. 

Remarque. — On a enonce (1) dans le cas simple ou il n’est pas necessaire d’introduire 
de donnees arrxiliaires, ce qui est ici le cas. 

Considerons done le cas ou n = 1 : les donnees endoscopiques elliptiques sont formees 
uniquement d’un caractere quadratique du groupe de Galois de F. Fixons une telle donnee, 
e’est-a-dire un caractere quadratique 70 de Ff. On suppose cette donnee non ramifiee, ce 
qui ici revient a dire que le caractere 70 est non ramifie. 

Le caractere rjo, vu comme un caractere de G{F) = F^, s’etend trivialement en un carac¬ 
tere afRne tt de G{F) — F^6 : pour x £ F^, on pose tt{x9) = r]o{x). C’est, a homothetie 
pres, I’unique representation G(F')-irreductible de G{F) de caractere central 70■ Soit y = x9 
un element de G{F). Le caractere 0# en ce point 7 a pour valeur rjo{x), et le facteur de 
transfert A((5,7) est lui aussi egal a rio{x). En effet, le facteur de transfert est normalise de 
sorte qu’il vaille 1 pour 9 et, en notant x' une racine carree de x, vue comme un element 
de Gtt(F’) = (GZ/(1)/±1)(F), on a 7 = Int2./(0). Le facteur de transfert se transforme sous 
cette action par rjo{x'^) = r]o{x). D’ou trivialement un transfert de traces de representations. 
C’est bien le transfert donne par (1) car = 1 et (5) = 1. 

On considere maintenant le cas ou n = 2. Dans ce cas on montre que le lemme fondamental 
tordu que Ton cherche a demontrer est equivalent au lemme fondamental (non tordu) pour 
{PGL{2),uj), ou uj est I’unique caractere non ramifie d’ordre 2 de PGL{2, F), que Ton 
identifie a un caractere de F”'. Ce dernier lemme fondamental a ete prouve par Hales El. Le 
cas que nous devons considerer est celui ou la donnee endoscopique a pour groupe sous-jacent 
SO{2) avec evidemment le caractere quadratique non ramifie de Tf, que I’on identifie au 
caractere cj de F^. C’est lui qui determine la forme du groupe endoscopique SO(2). On la 
note G' = T'. On a done G'(F) = E^’^, ou est le groupe des elements de norme 1 de 
I’extension quadratique non ramifiee E de F. 

On note 9 I’element de G{F) qui agit sur G{F) par g 1—>■ det(y)“^g. Soit / £ G^{G{F)) 
et soit 7 = 2:0 un element fortement regulier de G{F). L’integrale orbitale de / en le point 
7 est le produit de D^{y)^^'^ avec I’integrale (pour des mesures dont on parlera ci-dessous) 

(2) [ f{9'yg~^)dg^ = [ fi<iet{g)gxg~^9)dg^,. 

Jg(F)/G^(F) Jg(F)/G^(F) 

Posons K = GL(2, 0), ou (rappel) 0 est I’anneau des entiers de F, et supposons que f = fo 
est la fonction caracteristique du sous-espace hyperspecial K = K9 de G{F). L’integrale 
ci-dessus ne porte que sur les elements g tel que det(y)^ det(2;)“^ est une unite de F^. Cette 
integrale est done nulle sauf si la valuation (normalisee) de det(2;) est paire. Dans ce cas, en 
posant Z = Z{G), I’integrale vaut 

vol(G^(F’))-i f 

J g£GL{2,F), V p {det(g)) = — p {det{x)) 


^z{F)K[gxg ^)dg, 
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ou encore 


(3) 


vol(G^(F))- 




lz(F-)K((lxg ^)dq. 


D’autre part, un element fortement regulier 7 = de G{F) a sa classe de conjugaison 
stable qui correspond a un element S de si 2 ;^/det(a;) est conjugue d’un element de 

vu comme sous-groupe de E^ = To{F) C GL{2,F), et si S appartient a la classe 
de conjugaison stable de cet element de E^’^ ; cette classe de conjugaison stable est en fait 
reduite a un point par commutativite. 

Quitte a conjuguer 7 , on pent supposer a:^/det(a;) = S. Alors on a a;^ G E^. Mais 7 
est un element fortement regulier elliptique de G{F), et x est un element regulier d’un tore 
de GL{2). Comme S est un element lui aussi regulier, est un element regulier du meme 
tore que celui auquel appartient x, c’est-a-dire To, et done x est (comme x^) dans E^. On 
remarque que la valuation de det(a;) est alors necessairement paire : en effet det(a;) = a;CT(a;) 
ou a est I’element non trivial de Gal(T/T'), mais comme I’extension E/F est non ramifiee, 
on a I’assertion. 

Avant de continuer le calcul de I’integrale, montrons qu’il existe exactement deux classes de 
conjugaison dans la classe de conjugaison stable de 7 comme ci-dessus. On a det(a;) = xa{x) 
et a;^/det(a;) = xjaix). On ecrit <5 = xla{x) avec x € 0 ^, ou 0 ^ est le groupe des unites 
de E^, en utilisant le fait que E^ = pour une uniformisante zu de F. Pour un autre 

element 7 ' = x'6 verifiant nos conditions, en posant 2 = x'x~^, on obtient que 2 = 
c’est-a-dire que z £ F^. Les elements de NE/p{E^)'y sont les conjugues de 7 par un element 
de et les elements de la forme 27 avec z £ F^ x A'b/f(^'^) sont tons conjugues mais ne 
sont pas des conjugues de 7 . Cela donne les deux classes de G(T)-conjugaison dans G{F) 
correspondant a la classe de conjugaison stable de 5. On a fixe 7 , et Ton note 7 ' = x'O un 
element de I’autre classe de conjugaison correspondant a S. Alors on a la relation entre les 
facteurs de transfer! : 

A(5,7) = 

Revenons aux integrates, et calculons le cote tordu du lemme fondamental, en fixant S et 
7 comme ci-dessus. On a I’egalite : 


T®(7)1/2A(5,7)vo1(G^(T))-i = -77«(7')'/"A(5,7')vol(Gy(T)) 




De plus en remplagant 7 ' = x'O par 27 = zxO avec 2 G de valuation 1, on voit que 
I’integrale 

/ lz(F)K{gx'g~^)dg 

JgGPGL{ 2 ,F), t>p(det(g')) = —■^T;p(det(a:')) [2] 


est egale a 


/ 

J qG 


/ gGPGL( 2 ,F), tJ^(det(g)) = —■itJjp(det(a?)) + l [2] 

D’ou le cote tordu du lemme fondamental : 


^z(F)K{gxg ^)dg. 


(4) dg^^D‘^(7)^/^A((5,7)vol(G^(T)) ^ [ uj{det{g))lz(F)Kigig ^)dg. 

J gGPGL{ 2 ,F) 

On salt d’autre part (d’apres m) que I’expression 

(5) {S,x) f Lo{Aet{g))lz{F)K{gxg~^)dg 

J gGPGL( 2 ,F) 
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vaut I’integrale orbitale stable de <5 pour la fonction caracteristique du compact \ c’est- 
a-dire 1. II reste done a prouver que les expressions (4) et (5) sont les memes, e’est-a-dire 
a verifier : 

- I’egalite des facteurs de transfert pour {PGL{2),u!) et G = GL{2)0; 

- I’egalite ; 

- I’egalite de — vol{Gj{F))/vol{E^’^) dans la normalisation pour le transfert tordu; pour 
le transfert non tordu de PGL{2), le transfert des mesures vaut bien 1. 

L’egalite des facteurs de transfert resulte immediatement de leur definition, cf. IStab 11 6.3], 
La deuxieme egalite est claire. On detaille la derniere egalite : dans I’identification entre les 
stabilisateurs, dans le cas tordu, on a G-y{F) — E^’^ et E^’^ = G's{F), mais I’identification 
n’est pas I’identite, e’est rhomomorphisme naturel E^’^ {To/{l — d){To))(F) = E^ /F^, 
e’est-a-dire I’application naturelle de E^’^ dans E^/F^. L’identification de E^/F^ avec 
E^’^ = Gs{F) est I’application x i-A xja{x). Quand on part de a; G E^’^, e’est I’application 
X i-A xjaix) = x^. D’ou le Jacobien dg, cf. |Stab I| 2.4. □ 


5. Le cas ou la donnee endoscopique est un tore 

5.1. La proposition—cle dans le cas on Gad est simple. — Dans cette section 5, 
on s’interesse exclusivement aux donnees endoscopiques elliptiques pour (G, a) telles que le 
groupe sous-jacent est un tore, e’est-a-dire a I’ensemble (£t-nr. 

Soit T = (r',T',s) G £t-nr. On reprend les notations de nn En particulier, Taction du 
groupe de Weyl Wf sur G est donnee par celle de Telement de Frobenius (j) qui stabilise 
une paire de Borel epinglee £ = (B, D, de G. Cette paire £ est stabilisee par 

Ints, et Ton note 9 Tautomorphisme de G qui stabilise £ et commute a Taction galoisienne 
(T 1—>• ac- On a done § = s9 pour un s G T. Soit un element {h,(j)) G 7'■ II definit (comme 
en 14. lull un isomorphisme 7' ~ ^T'. Du plongement T' ^ T se deduit par dualite un 
homomorphisme ^ : T —>■ T/[1 — 9 e){T) ~ T'. Get homomorphisme n’est pas LF-equivariant, 
mais sa restriction a Z(G), notee '■ Z{G) —>■ Z{T') = T', Test. Pour un caractere affine 
x' — {x'yX') de T'{F) tel que le caractere x' de T'{F) soit unitaire, le transfert Tx'ix') 
est une combinaison lineaire de caracteres 0* pour des representations G(E)-irreductibles 
temperees n de {G{F),iu) qui ont meme caractere central Z{G\F) —>■ (pour Taction 

de Z{G\F) a gauche sur G{F)). Ce caractere est le produit de x' ° et d’un caractere 
independant de x' (dependant du facteur de transfert) — cf. 14.41 Comme on pent toujours 
multiplier x' par un nombre complexe non nul pour le rendre unitaire, on pent se limiter a 
ne considerer que des caracteres affines unitaires de T{F). 

La donnee T' a un groupe d’automorphismes, que Ton a note Aut(T') — cf. 12.31 Deux 
caracteres x'l et ^2 de T'{F) qui se deduisent Tun de Tautre par un automorphisme de T' 
ont meme transfert. Dans le cas tordu, certains elements de Aut(T') agissent subtilement 
par multiplication par des caracteres affines (voir la preuve du point (iii) de la proposition 
ci-dessous). 

Jusqu’a la fin de ce numero on suppose que Gad est simple. 

Remarque 1. — L’hypothese que Gad est simple est verifiee dans le cas de GL{n) tordu 
par son automorphisme exterieur, et pour les groupes classiques non tordus a Texception de 
SO (4). 

Proposition. — On suppose que Gad est simple. On suppose aussi que I’ensemble fiit-nr 
n’est pas vide. Alors on a : 
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(i) Les actions de (f) et 9 sur Gad sont triviales. 

(ii) Soient T'l, T '2 G St-nr- Si uit'^ = T'l = T2. 

(iii) Soit T' G Cnr, et soient (xuXi) et (x2,X2) deux caracteres affines unitaires et non 
ramifies de T'{F). Si Xi ° Cz = X 2 ° £,z, oil '■ Z{G) —> T' est I’homomorphisme 
naturel, alors a homothetie pres, xi et X2 se deduisent I’un de I’autre par Vaction d’un 
element du groupe d’automorphismes de T'. 

Remarque 2. — Le fait que 9 et (p soient triviaux sur Gad n’implique evidemment pas 
que 9 et <f) soient triviaux sur G. En particulier, fiit-nr n’est pas vide dans le cas de GL(2) 
tordu et aussi dans le cas de 17(2) non tordu. 

Remarque 3. — La proposition a comme consequence immediate que les transferts de 
caracteres affines unitaires non ramifies provenant de donnees dans (St-nr se separent a I’aide 
de Taction du groupe Gti(-F) et du caractere central. 

Demonstration. — Prouvons (i). Dans ce point (i) du lemme, tout se passe dans le groupe 
Gad- Pour simplifier les notations, on suppose que G = Gad- Soit T' = {T',7',s) G Ct-nr- 
Choisissons un element (h, cf)) G 7'■ Ecrivons s = s9 et h — hf). 

Supposons tout d’ahord que 9 = 1. On va utiliser les resultats de Langlands |La| . On 
suppose que s G T (c’est toujours possible, quitte a conjuguer s = s). On a alors Gs = T. 
On note E (= E) Tensemble des racines de T dans G. Langlands montre tout d’abord f |La| . 
page 705) que s est d’ordre fini (sinon T' ne pourrait pas etre elliptique). Soit m > 1 Tordre 
de s. On pose C, = ^ Pour fc = 0,.. ., m — 1, on note fftfe Tensemble des a G E 

tels que a(s) = . La propriete (1) signifie que ITlo est vide. On note Tensemble des 

a G ifik qui ne sont pas combinaisons lineaires a coefficients entiers d’elements de Uj=o 
(ces ensembles sont notes dans m, mais puisque Olo est vide, ils coincident avec ceux 
notes Xfe). Tons ces ensembles sont invariants par h. Langlands montre i |La| . page 709) que 
Tensemble D = {JkZo justiciable du lemme 2 de Ea, page 705. II existe done une 

base A' de E telle que Tune des deux situations suivantes est verifiee : 

- D = A' ; 

- S = A' U {—a'o} ou Qq est la plus grande racine pour cette base A'. 

Soit B' le sous-groupe de Borel de G nontenant T associe a cette base A'. Quitte a conjuguer 
toute la situation par un element de A^g(T') envoyant B sur B', on pent supposer que A' = A. 
Alors on a : 

(1) S 7^ A et les elements de S) forment une seule orbite sous Taction de h. 

En effet, si (1) n’est pas vrai, alors une orbite de X) sous Taction de h est contenue dans 
A. La somme des elements de cette orbite est non nulle et invariante par h, par consequent 
X{T)^ 7^ {0} et done aussi X(T)^ 7^ {0}. L’image d’un cocaractere de T appartenant a 
cet ensemble X{T)^ est contenue dans ZQ{s,h)°, ce qui contredit la propriete de finitude 
(4) de l4.10l La propriete (1) est done verifiee. A fortiori X) est reduit a un seul Xk- L’indice 
k en question est forcement le plus petit entier fc > 1 tel que 91*, 7^ 0. Puisque ce Xk 
contient A, toutes les valeurs q:(s) {a G E) sont des puissances de Quitte a remplacer 
par <(*’, on ne perd rien a supposer que X) = Xi. Puisque Xi = A U {— ao}, on voit 
que h definit un automorphisme du diagramme de Dynkin complete de G, et les elements 
de ce diagramme forment une seule orbite pour cet automorphisme. En inspectant tons les 
diagrammes possibles, on voit que seuls ceux de type An-i possedent de tels automorphismes. 
L’element de Frobenius (j), vu comme un automorphisme de G, agit sur A, soit par Tidentite, 
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soit par rautomorphisme ai i-A an-i. Ce dernier cas n’est possible que si n > 3 (rappelons 
que G est adjoint; si n = 2, rautomorphisme (/) de G est forcement I’identite). L’element h 
normalise le tore T. Si (j) n’est pas I’identite, comme h(j>{h) agit trivialement sur Au{— q;o}, les 
orbites de h dans AU{—qq} sont an plus d’ordre 2. Dans ce cas, il en resulte que Au{—ao} 
a au plus deux elements. Mais alors n <2, contradiction. Done cj) agit trivialement, et (sous 
I’hypothese ^ = 1) le point (i) est demontre. 

Supposons maintenant que cf) = 1. W sufiit d’echanger les roles de § et h dans le raison- 
nement precedent. Ce raisonnement prouvait que (f> = 1 (sous I’hypothese 0 — 1), il prouve 
maintenant que 9 = 1 (sous I’hypothese 0 = 1). 

Enfin supposons que 9^1 ei 0 7 ^ 1. On rappelle que 0 et 0 sont deux automorphismes 
de G qui stabilisent £ et commutent entre eux. Notons 21 le groupe des automorphismes de 
G stabilisant £. Les seuls types pour lesquels 21 7 ^ {1} sont An-i {n > 3), Dn (n > 3), et Eq. 
Pour tous ces types, a I’exception de D 4 , ce groupe est isomorphe a Z/2Z, et done forcement 
0 = 0 . En type D 4 , le groupe 21 est isomorphe au groupe symetrique S 3 , et parce que 9 
et 0 commutent, on a forcement (j> = 9*^ avec k £ {1,2}. Dans tous les cas, on a 0 = 0*’ 
pour un entier k > 1. On modifie les actions 0' = 0 et 0' = 1. Posons s' = s et h' = s~'°h. 
Ces elements verifient encore les proprietes (1), (2), (4) et (5) de ll.lOl En particulier (pour 
(4)), le commutant commun Z^{s',h') coincide avec Z^(s,h). On applique a ces nouvelles 
donnees {s', h') ce que Ton a deja prouve pour (s, h). On obtient que 0' = 1; contradiction. 

Cela acheve la preuve de (i). 


Remarque 4. — Dans le cas ou G = Gad est simple et de type An-i, avec actions 
triviales de 0 et 0, on retrouve la description familiere. L’element (} £ U est une racine 
primitive n-ieme de 1 et, avec les notations habituelles, les elements s et h sont, a conjugaison 
pres, les images Mad(C) Wad dans PGL{n,C) des elements suivants de GL{n,C) : 


n —1 /-n — 2 


u(C)=diag(C" ,C 


/O . 0 

1 0 . 


• 1 ), 

(-1)"-A 


0 


Vo ■ • • 0 1 0 / 

Notons que v £ SL{n, C). 

Prouvons (ii). On ne suppose plus que G = Gad- En revanche (d’apres (i)), on peut 
supposer que Gad = PGL{n, C) avec actions triviales de 0 et 0 (mais comme on I’a deja 
dit, ces actions ne sont pas forcement triviales sur Z{G)). On considere deux elements 
T'l, T '2 £ Cit-nr. Pour i = 1, 2, on a des elements Si = Si9i et hi = /ii0. On peut supposer 
que Si £ T et que les images de ces elements dans PGL{n, C) sont de la forme de ceux de la 
remarque 4, avec des racines ^i (i = 1, 2). Posons Z = Z{G), Zsc — .^(Gsc) et Z^ — Z{G^). 
Puisque 0 est trivial sur Gad, son relevement a Gse I’est aussi, et done il est a fortiori trivial 
sur Zsc- La description de Zj donnee dans |Stab II 2.7] se simplifie : on a une identification 


z# = z/(znf’®’°) X z,c. 


Pour 1 = 1,2, le caractere wx' correspond a un cocycle a' de Wf dans Zj qui est non ramifie, 
done determine par I’image a'i{<f)). Cette image est un element de Zj dont seule compte la 
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projection sur — 4‘){Zf). D’apres [Stab II 2.7], cet element se calcule comme suit. 

On choisit un relevement Si^ac de Si,ad (la projection de Si sur Gad) dans Gsc, et on ecrit 
hi = Zi7r(/ii,Bc) avec Zi a Z et hi,sc £ Gsc ; on vr : Gsc —>■ G est Thomomorphisme naturel. 
On note a'i ^^ I’element de Zsc defini par 

^i,BC ~ Si,sc^(hi,sc)(^(Si,sc) ^i,sc' 

Alois ai{(j}) est I’image de {zi,ai^g^) dans Z^. Remarquons que puisque 6 et 4> sont triviaux 
sur Gsc, la definition de a' g;. se simplifie en 

t _ 7 -1 7 -1 

^i,sc — ^'i,scfT'i,scSi^sc^i,sc‘ 

Un calcul matriciel immediat montre que 

a',sc = diag(Ci“\ .. • ,C“^) G SL{n,C)- 

Supposons que ujt'^ = ^t'^- Alois ai{(j>) = a 2 {(l>){l —(l>){zf) pour un element Zf a Z^. Puisque 
cj) est trivial sur Gsc, cela se simplifie : on a ("i = ("2 et il existe un element z £ Z tel que 

zi = 22(1 — (t>)iz) (mod Z n T^'°). 

En conjuguant la donnee par z, on se ramene an cas ou Z\Z 2 ^ £ Z f] T^'°. On a suppose 
que hi et h 2 ont meme image dans PGL{n, C), a savoir I’element Vad de la remarque 4. Par 
suite hi,ac et h 2 ,sc different par un element de Zsc, qui est Indus dans Tac = Done 

7r(hi,sc) et 7r(h2,sc) diffdent par un element de Z nT®’”. On obtient finalement que hi et h 2 
different par un element de Z rif^’°. Puisque T( est engendre par (hi, (f)), T^’° et les element 
(1, w) pour w £ If, on obtient que Ti = T 2 . Enfin puisque (^1 = 1 ^ 2 , les dements si et S 2 ont 
meme image dans PGL{n, C), par suite ils diffdent par un element de Z. Les donnees T'l et 
T 2 sont done isomorphes, et puisqu’on les a prises dans £t-nr, elles sont egales. 

Preuve de (iii). On conserve les hypotheses sur Gad, et on fixe un element T' £ iSt-nr- 
Notons T'{F)^ I’ensemble des elements de T'{F) qui correspondent a une classe de conjugai- 
son stable semisimple dans G{F). On salt qu’il n’est pas vide et qu’il existe un sous-groupe 
T'{G)^ de T\F), ouvert et d’indice fini, de sorte que T'{F)^ soit une seule classe modulo 
multiplication par ce sous-groupe. Soit p un caractere de T'{F)/T'(F)^, et soit jl le carac- 
tere affine de T'{F) qui vaut 1 sur T'{F)^. D’apres |Stab II 2 .6], on sait qu’il existe un 
automorphisme de T' dont Taction associee sur les fonctions sur T'{F) est la multiplication 
par jl. On en deduit : 

(2) Soient (xi, x'l) (X 2 ) X 2 ) deux caraetdes affines de T'{F) tels que xi d X 2 coincident 
sur T'{F)‘^. Alors, a homothdie pres, x( et X 2 se deduisent Tun de Tautre par un 
automorphisme de T'. 

On va identifier le groupe T'(F)'^. Pour cela choisissons une paire de Borel (B,T) de G 
definie sur F — on pent bien sur prendre (B, T) = (B, T) —, et notons 6 le E-automorphisme 
de T associe a cette paire. On note a 1 —ao Taction galoisienne naturelle sur T. On pent 
identifier T' a T/(l — S)(T) muni d’une action galoisienne a 1 —>■ g'q = wjajac, ou w i-A w{cr) 
est un cocycle non ramifie de Wf a valeurs dans TP®, on TP = W'^iT) est le groupe de Weyl 
(ici on a TP® = TP puisque 9 est trivial sur Gad). On note To le tore T muni de Taction 
galoisienne a 1 —>■ gq. On a un homomorphisme naturel To{F) —>■ T'{F). Montrons que : 

(3) T'{F)'^ est Timage de cet homomorphisme naturel. 
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On a une suite d’homomorphismes 

(4) }i\rF,z r\f^’°) = R\rF,zr\f') }i\WF,f'). 

On a note T' le tore T^’° muni de Taction galoisienne provenant de T'. Les deux actions 
galoisiennes (celle sur T' et celle sur T®’”) coincident sur Z, d’oii Tegalite centrale. On a 
d’autre part une dualite entre Y{^{Wf,T') et T'{F). D’apres |Stab II 1.13], r'(F)'^ est 
Tannulateur dans T'{F) de Timage de la suite (4). II suffit de montrer que cette image est 
le noyau de Thomomorphisme Y{^(Wf,T’) —>■ H^(WV,Tb) dual de Thomomorphisme naturel 
To{F) —>■ T'{F ); evidemment Tb s’identifie a T muni de Taction galoisienne convenable. 
L’homomorphisme p : To ^ T' se complete en la suite exacte 

1 ^ (1 - e)(To)ToT'1. 

Dualement, on a la suite exacte 

1 ^ f' = f^’° ^ To 1, 

laquelle fournit une suite exacte de cohomologie 

(5) U°{WF,fo/f^’°) ^ }i\WF,f') ^ U\WF,fo). 

Comme 6 est trivial sur Gad, on a Tb,ad = T^’^. On en dMuit que Tq/Tq’” n’est autre que 

Z/{Z n Tq’°), ou encore que Zl{Z r\ T^’°). II est clair qu’alors le premier liomomorphisme 
de la suite (5) coincide avec Thomomorphisme compose de la suite (4). Son image est done 
bien le noyau de H^(TKf,T') —>■ H^(TFf,To), ce qui prouve (3). 

L’homomorphisme ■ Z{G) —> T' est le compose du plongement naturel Z{G) —>■ To et 
de la projection p : To —> T'. En vertu de (2) et (3), il reste a prouver Tassertion suivante : 

(6) Supposons que xi et X 2 sont non ramifies et qu’ils coincident sur p{Z{G; F)). Alors 
ils coincident sur p{To{F)). 

Pour i = 1, 2, le caractere x* ° P de To{F) est non ramifie, e’est-a-dire qu’il est trivial sur 
le sous-groupe compact maximal To{F)i de To{F). Fixons une uniformisante wf de F et 
identifions A (To) a un sous-groupe de To via Tapplication x i-A d;(wF). On salt que To{F) est 
le produit direct de To(T)i et de X(To)’"^. Par ellipticite, on sait que X{To = {0}. 

Mais 6 est trivial sur Gad, par consequent A(To_ad)'"^ = {0}. II en rfeulte que X(To)'"^ est 
contenu dans X{Z{G)°)^^ . Done To(T’) = To{F)\Z{G\ F). L’assertion (6) en rfeulte. Cela 
acheve la demonstration du point (iii) et de la proposition. □ 

5.2. Reduction au cas ou Gad est simple. — On souhaite supprimer Thypothese 
que Gad est simple dans la proposition de O Notons fl le groupe d’automorphismes de 
G engendre par </> et 9. II opere sur Tensemble des composantes connexes du diagramme 
de Dynkin A de Gad- Soient 0i,...,0d les orbites sous fl dans cet ensemble, et pour 
i = 1,..., d, soit (jAD.i le sous-groupe de Gad correspondant a Oi. On a la decomposition 

(1) Gad = Gad,i x • ■ • x GAD.d- 

Pour i = 1,..., d, les automorphismes et 0 de G induisent des automorphismes de GAD.i, 
que Ton note encore (j) et 6 . 

Du point (i) de la proposition de Ism on deduit le resultat suivant. 

Lemme. — (On ne suppose pas que Gad est simple.) On suppose que I’ensemble £t-nr 
n’est pas vide. Alors pour i = 1,..., d, le groupe Gad.i est isomorphe d un produit de copies 
d’un groupe adjoint simple H de type An-\ (I’entier n, ainsi que le nombre de copies de 
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H, dependent de i), et les automorphismes (f> et 9 de Gad,! sont de la forme suivante : il 
existe des entiers m, r, q > 1 tels que Gad,! — notant a I’automorphisme 

de donne par 

a{xi, Xm) = {X2, • • • , Xm,Xl) 

et 13 I’automorphisme de H* = donne par 


^(yi, • ■ ■, J/r) = (2/2,..., 2 /r, a(i/i)), 
les automorphismes 9 et (j> de Gad,! — sont donnes par 

Hgi, ■■■,gq) = iPigi), ■■■,■ ■■Pigq)) 


et 




pour un entier e G {1,..., m — 1} premier dm (si m = 1, on prend e = 0). 


Demonstration. — Comme dans la preuve du point (i) de la proposition de EH on pent 
supposer que G = Gad- On a done 

G = GiX---xGd, 0 = 

on I’on a pose Gi = Gad,;- On note 

G = Gi X • ■ • X Gd, G = Gi X ■ • ■ X Gd 

la decomposition duale : Gi est un groups semisimple simplement connexe, defini et quasi- 
deploye sur F, et deploys sur une extension non ramifies de F; Gi est un espace tordu sous 
Gi, defini sur F et tel que Gi{F) n’est pas vide. Remarquons que les espaces Gi peuvent 
etre definis canoniquement par la formule Gi = Gj). On note £t-nr,i I’ensemble des 

donnees endoscopiques T' = {Tl,7'i,Si) pour {Gi,Gi) qui sont elliptiques, non ramififes, et 
telles que T' est un tore. 

Alors on a la decomposition 

£t —nr — £t —nr,l X • ■ • X £t —nr,d. 

On peut done supposer que d — 1, e’est-a-dire que le groups fl opere transitivement sur les 
composantes connexes du diagramme de Dynkin A de G. 

Soit T' = (T'jT'jS) G £t-nr et G T'. On ecrit s = s9 et h = h4>. On precede par 

etapes, en allant du cas particulier vers le cas general. 

Etape 1. On suppose que chacun des deux automorphismes 9 et (f) de G opere transitive¬ 
ment sur I’ensemble des composantes connexes de A. On note Ai,..., Ar ces composantes 
connexes, ordonnees de telle maniere que (/)(Ai+i) = Ai, i = 1,.. . r — 1. Pour i = 1,..., r, 
on note Gi la composante simple de G correspondant a Ai, et pour i = l,...,r — 1, on 
identifie Gi+i a Gi via 0*. Avec ces identifications, I’automorphisme 0 de G = Gi x • • • x Gi 
est donne par 

(j){Xl,. ..,Xr)= <I>{X2, ■■■,Xr, (l>l{xi)), 

ou (j)i est I’automorphisme de Gi induit par (jF . Puisque 9 opere transitivement sur les 
composantes connexes de A, il existe un entier e G {l,...,r — 1} premier a r (si r = 1, on 
prend e = 0), et des automorphismes 9i, ... ,9r de Gi, tels que 

(jl~‘’9{xi, ... ,Xr) = {9l{xi), . . . ,9r{Xr)). 
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Comme d(j> = (j>6, on a 9r ~ dr-i = • • • = et = (f)i9\. Notons a Tautomorphisme 
d’ordre r de Gi donne par 

a{xi, . . . ,Xr) = iX2, ■ ■ ■ ,Xr, Xl). 

On verra plus loin que Ton pent se ramener aux deux cas particuliers suivants : 

- Cas 1 : e = 1, (^1 = 1, i.e. (^ = a et 0 = 9f'^a ; 

- Cas 2 : e = 1, 01 = 1, i.e. 9 = cf). 

Montrons que dans les deux cas, les actions (j>i et 9i sur Gi sont triviales, et Gi est de type 

^n — l • 

Commengons par le cas 1. Posons = 9i. Rappelons que I’on a pose s = s9. On ecrit 
s = (si,... ,Sr). Pour g = (gi ,..., gr) G G, on a 

g~^sg = {gT^sig.{g2), ..., g~liSr-ig{s-r), g~^Srg,{gi))■ 

En prenant g = (1, S 2 /r(s 3 ) • • • ..., Sr-ig,{sr), Sr), on obtient 

9~^sg = (sip(s2) • • • 

Quitte a remplacer s et h par g~^sg et g~^hg pour nn g £ G, on pent done supposer que 
s = (si, L’equation h~^s9{h) = (f>{s) entrame que 

pour un hi £ Gi verifiant = 1. Posons si = si/j,’" et hi = hifi' On 

a 

sihi = hisi. 

L’application 

gi i-A {gi,fi''~^{gi),... ,fj.{gi)) 

induit un isomorphisme de (si) sur Zq{s) (done aussi de Zq (si)° sur Zq{s)°), et induit 
aussi un isomorphisme de ZQ^{si,hi) sur ZQ{s,h). On en deduit que les automorphismes 
Si et hi de Gi verifient les proprietes (1), (2) et (4) de l5.ll Puisque le groupe Gi est adjoint 
et simple, on pent appliquer la proposition de l5.ll fooint (i)) : les actions p’’ et p’ ^ sur Gi 
sont triviales, et Gi est de type An-i. On a aussi 0i = = 1. 

Traitons maintenant le cas 2. Cette fois-ci posons = cfii. On pent comme dans le cas 1 
supposer que s = (si, L’equation h~^s9{h) = 4‘{s) entraine que 

h = (hi, ij,{hiSi^),, gL{hiSi^)) 

pour un element hi £ Gi verifiant hj"^si^(hisj"^) = 1. Ainsi, posant si = si^ et hi = hi/i, 
on a 

sihi = hiSi. 

L’application 

91 ^ {9i,h{9i),---,9igi)) 

induit un isomorphisme de Zq^{si) sur Zq{s), et de Zq{si, hi) sur ZQ(s,h). On en dMuit 
que les automorphismes si et hi de Gi verihent les proprietes (1), (2) et (4) de l5.ll On pent 
done, comme dans le cas 1, appliquer la proposition de l5.II (point (i)). On obtient que /x = 1 
et que Gi est de type A„_i. 

Revenons an cas general (toujours dans I’etape 1). Supposons (j>i 7^ 1- Alors 0i est une 
puissance (j>i de (j)i pour un entier fc > 0, d’ou 9 = On modifie les actions de (/) et 9 en 

posant (j)' = (j) et 9' = cj). On pose h' = h et s' = h^~‘'~*"’s. Les automorphismes h' et s' de 
G verifient encore les conditions (2), (4) et (5) de l5.ll En particulier puisque leur commutant 
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commun Z^{s',h') coincide avec ZQ{s,h), il est fini. On est dans le cas 2 pour les actions 
(f>' et o'. On a done (pi = 1, contradiction. Supposons maintenant pi — 1. On modifie les 
actions de p et 9 en posant p' = p {= a) et 9' = pf^’a. On pose h' = h et s' — h}~''s. Les 
automorphismes h' et s' de G verifient les conditions (2), (4) et (5) de l5.ll et Ton est dans 
le cas 2 pour les actions p' et 9'. On a done 9i — 1, d’ou p = a et 9 = a", et Gi est de type 

An-l- 

Recapitulons : le groupe G est isomorphe a un produit direct de r copies d’un groupe 
adjoint simple de type An-i, et p et 9 sont deux )—cycles d’ordre r. 

Etape 2. On suppose que 9 opere transitivement sur I’ensemble des composantes connexes 
de A. On note Ai,...,Ar les t/j-orbites dans cet ensemble. Comme p et 9 commutent, 
ces orbites sont 0-stables, et Ton pent supposer que 9( Ai+i) = Ai, i = — 1. Pour 

i = 1,..., r, on note Gi le sous-groupe de G correspondant a Ai, et pour i = 1,..., r — 1, on 
identifie Gi+i a Gi via O'. Avec ces identifications, I’antomorphisme 0 de G = Gi x ■ • ■ x Gi 
est donne par 

0(a:i,. ..,Xr) = (X 2 , 9l(xi)), 

ou 01 est la restriction de 0’’ a Gi. Quant a Tautomorphisme p, puisqu’il commute a 0, il 
est donne par p = pf''^ pour un automorphisme pi de Gi qui commute a 0i. Par construc¬ 
tion, les automorphismes 0i et pi de Gi operent chacun transitivement sur I’ensemble des 
composantes connexes de Ai. Comme dans le cas 2 de I’etape 1, on pent supposer que 
s = (si, L’equation h~^s9{h) = p{s) entraine que 

h = {hi,9i{hi),9i{hi)) 

pour un element hi £ Gi verifiant /ij"^si0i(/ii) = pi{si). Posons si = Si0i et hi — hipi. 
On a done 

sihi = hisi. 

L’application 

gi i-s- {gi,9i{gi),...,9i{gi)) 

induit un isomorphisme de Zq{si) sur Zq{s), et de Zq{si, hi) sur ZQ{s,h). On en dMuit 
que les automorphismes si et hi de Gi verifient les proprletes (1), (2) et (4) de 14.101 On 
pent done leur appliquer le resultat de I’etape 1 : le groupe Gi est Isomorphe a un produit 
direct de m copies d’un groupe adjoint simple de type An-i pour un entier m > 1, et pi et 
01 sont deux m-cycles d’ordre m. En particulier pi — (0i)'’ pour un entier e £ {1,..., m— 1} 
premier a m (si m = 1, on prend e = 0). 

Etape 3. On peut maintenant traiter le cas general (en supposant toujours que 12 opere 
transitivement sur les composantes connexes de A). On note Ai,..., Aq les 0-orbites dans 
I’ensemble des composantes connexes de A. Puisque pet 9 commutent, ces ensembles A; sont 
permutes (transitivement) par p, et I’on peut supposer que p{Ai+i) = Ai, i = 1,..., q — 1. 
Pour i = 1,..., q, on note Gi le sous-groupe de G correspondant a Ai, et pour i = 1,..., q—1, 
on identifie Gi+i a Gi via p'. Avec ces identifications, I’automorphisme <() de G = Gi x ■ • ■ x Gi 
est donne par 

p{Xl,...,Xq) = {X 2 ,...,Xq-l,pl{xi)), 

OU pi est la restriction de a Gi. Quant a I’automorphisme 0, puisqu’il commute a p, il 
est donne par 0 = Of'^ pour un automorphisme 0i de Gi qui commute a Gi. Comme dans le 
cas 2 de I’etape 1 (en remplagant 0 par p), on peut supposer que h — {hi, Comme 


76 


BERTRAND LEMAIRE, COLETTE MCEGLIN & JEAN-LOUP WALDSPURGER 


dans I’etape 2 (en echangeant les roles de 9 et de </>), on obtient que 

s = (si,<?!)i(si),...,(^i(si)) 

pour un element si de G\ verifiant = 9i{h\). Posons si = et h\ = 

On a encore 

sihi = hisi. 

Toujours comme dans I’etape 2 (en echangeant les roles de s et de h), on en deduit que les 
automorphismes si = hi et h'l = si verifient les conditions (1), (2) et (4) de l4.10l On peut 
done leur appliquer le resultat de I’etape 2. Cela acheve la preuve du lemme. □ 

On suppose que I’ensemble £t-nr n’est pas vide. D’apres le lemme, on peut supposer que 

(2) GAD = (^r)^^^ H, = PGL{niX), 

et que pour i = 1,... ,d, notant a; I’automorphisme 

(*1, . . . l-A {X2, ■ ■ ■ ,Xmi,Xl) 

de fit Pi I’automorphisme 

{yi,---,yri) fiA {y2,...,yri,ai{yi)) 

de jgg automorphismes ^ et de sont donnfe par 

(3) §{gi,...,gqj = {pi{gi),..., pi{gq.)), 

(4) = {g2,...,gqi,Pt'"''{gi)) 

pour un entier Ci G {1,..., m; — 1} premier a nrii (si mt = 1, on prend Ci = 0). Notons que 

Soit T' = {T', T', s) un element de (£t-nr et soit {h, p) G 34'. D’apres la preuve du lemme 
et la remarque 4 de l5.ll on peut supposer que les elements s = s9 et h = hp sont de la forme 
standard suivante. Pour i = 1,..., d, on a une racine primitive rii-ieme de I’unite On note 
Ui = rtad,i(Ci) fit Vi = Vad.i Ifis images dans PGL{ni,C) des elements suivants de GL{ni,C) : 

n,(C0=diag(C^-^C^■^•••,C,l). 


Vi = 


/O ■■■ 
1 0 

0 1 


0 

0 


Vo • ■ • 0 1 0 / 

Notons s = (si,..., Sd) et h = (hi,..., hd) les images de s et /i dans Gad. Pour i = 1,..., d, 


et 


Si = {-si,i,pr\si,i),...,pr\si,i)) G {Htyp 
Si,i = (di,l,...,l)Gd4‘ = (Hf"*^)"’'% 
di = {ui, 1,..., 1) G 

hi = (hi,i,l,...,l)G(iJ*r; 
hi,I — (hi, OiiihiP . . . , Oti(bi^^ G Hi . 
bi = {vi,ViUi ,...,ViUi ,Vi,...,Vi) £ H^ % 
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oil le nombre de facteurs ViU^ ^ dans bi est egal a rrii — a si > 1, et a 0 sinon. Puisque 
on a 

On a done (par construction) 

V~ UiVi = Ui, 
b~^aiai{bi) = a^' {bi), 
h~iSi,il3i{hi,i) = I3t''''{si,i), 
hiSi9{hi) = <(>(si). 

La paire (s, h) etant uniquement determinee par le d-uplet = (Ci, ■ ■ ■, Cd)i on la note aussi 
(Sad(C),/lad(C))- 

Pour i = 1,..., d, soit 

TTi : Hsc,i = SL{ni, C) ^ PGL{ni, C) = Hi 

le revetement simplement connexe de Hi. Posant Gsc.i = , I’application 

TT = : Gsc = Gsc.i X • • • X Gsc.d ^ Gad 

est le revetement simplement connexe de Gad • Les automorphismes 0 et 0 de Gad se relevent 
de maniere unique en des automorphismes de Gse, et la description des actions de cf) et 9 sur 
Gse est identique a celle des actions sur Gad- Pour i = 1 ,..., d, choisissons un relevement 
Usci de Ui dans Hsc.i, et notons Ssc,i I’element de Gsc,i obtenu en remplagant Ui par Us^.i 
dans la construction de Si. Posons 

Ssc = (Ssc.l, • • • , Ssc,d) £ Gse- 

C’est un relevement de s = Sad(C) dans Gse- De meme, pour i = l,...,d, choisissons un 
relevement Usc,i de Vi dans Hsc.i — on pent bien sur prendre Vac,i = Vi £ SL{ni,C) —, et 
notons hsc,i I’element de Gsc,i obtenu en remplagant Vi par Vac,i dans la construction de hi. 
Posons 

hsc — {hac.i, - - -) hsc.d) £ Gse- 

C’est un relevement de h = /lad(C) dans Gse- De tels relevements Ssc de ,Sad(C) ot hac de 
had(C) sont appelfe des bans relevements. 

Remarque 1. — Supposons g = 1 et supprimons I’indice i dans les notations precedentes. 
On a R = PGL{n,C), Hsc = SL{n,C), Gad = ((RX-)X’-)X‘J et Gse = ((^s''c"‘)On 
a aussi un entier e £ {0,..., m — 1} qui est > 0 et premier a m si m > 1, et vaut 0 sinon. On 
note {gij,k)i<i<m,i<j<r,i<k<q un element de Gad ou Gsc- Les indices i, j, k doivent plutot 
etre consideres comme des entiers modulo m, r, q. Ainsi on a : 

“ = 9i,j + \,k si J 7 ^ 7 ; 

“ ^{ 9 ) 1 ,r.k = gi + l,l,k ; 

“ 4^{9)i.j,k ~ 9 i,j,k+i si /b 7 ^ g; 

“ 4>{9)i,j,q ~ 9i + e,j,l- 

Pour une racine primitive n-ieme de I’unite ({, choisissons des relevements Uac et Vac de Uad(C) 
et Wad dans SL{n,C). Alors les bons relevements Ssc = issc-,i,j,k) et hac = {hac-,i,j,k) de Sad(C) 
et had(C) dans Gsc associes a ces choix sont donnfe par : 

~ >5sc; 1 , 1,1 — ^sc ? 

~ '5sc;e,l,A; — si ^ 1 , 

- Ssc-,i,j,k = 1 dans tons les autres cas; 

- hsc-,i,j,i = t'sc si 7 = 1 et 2 7 ^ 2 ,..., m — e + 1 , ou si j / 1 et 2 7 ^ 1 ,... m — e; 

- hsc-,i,j,i = VacU~a si j = 1 et 1 = 2,..., m — 6 + 1, OU si j / 1 et 1 = 1,..., m — 6 ; 
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hsc\i,j,k — 1 si /c ^ 1 . 

Remarque 2 . — On a envie de definir I’espace tordu (Gsc, Gsc), mais on se garde bien de 
le faire ! En efFet, pour 7 G G{F), le E-automorphisme = Int^ de G se releve en un unique 
E-automorphisme de Gsc, encore note 9^. On pent alors definir Gsc comme etant Gsc^t- 
La structure galoisienne est telle que 9-y est fixe par Ff, et cet espace s’envoie naturellement 
dans G par I’application Gsc —>■ gscd-y >—>■ p{gsc)^, on p : Gsc —>■ G est I’liomomorphisme 
naturel. Le probleme est que I’espace Gsc ainsi defini depend de 7 . De plus, il se pent qu’il ne 
soit pas “non ramifie”, c’est-a-dire que Gsc(E) ne possede aucun sous-espace hyperspecial. 
Par exemple si G = G = SL(n), I’espace Gsc = Gscd-i est isomorphe a I’ensemble des 
g G GL{n) tels que det(g) = det( 7 ). II depend clairement (pour sa structure galoisienne) de 
det( 7 ). L’espace Gsc(E) possede un sous-espace hyperspecial si et seulement s’il existe un 
element 7 (c G Gsc(E) tel que Int.^/ stabilise un sous-groupe hyperspecial de SL{n,F), ce 
qui n’est possible que si la valuation normalisee de det( 7 ) appartient a nZ. 

5.3. Separation des donnees dans £t-nr. — La proposition suivante est une generali¬ 
sation du point (ii) de la proposition de l5.ll 

Proposition. — (On ne suppose pas que Gad est simple.) Supposons que I’ensemble 
£t-nr n’est pas vide. Soient T' et T” deux elements de fiit-nr. Si lut' = lot" , alors T' — T”. 

Demonstration. — Soit T' — {T',7',s) un element de Ct-nr et soit {h,(j)) G 7'. On suppose 
que les automorphismes 6 et de Gad sont donnes par les formules (2), (3), (4) de 15.21 On 
suppose aussi que les elements s = s9 et h = htj) sont de la forme standard decrite en 15.21 
c’est-a-dire que les projections s et h sur Gad des elements s et h de G sont de la forme 
s = Sad(C) eth = had(C) pour un d-uplet ( = (("i,..., ((d), ou d est le nombre de composantes 
connexes de Gad (formule (1) de l5.2ll et ((i est une racine primitive rii-ieme de I’unite. Fixons 
des bons relevement Ssc et hac de s et h dans Gsc- Ces bons relevements sont construits en 
choisissant des relevements Usc,i et Vac,i de Ui et Vi dans Hsc,i {i = I,.. . ,d). 

Rappelons que I’on a note Z, Zac et Zf les centres de G, Gsc et Gj. D’apres IStab II 2.7], 
on a une suite exacte courte 

(1) 1 ^ Zac/zi iiLlzA Z/{Z n f^’°) X 

ou TT : Gsc G est I’homomorphisme naturel. Le caractere lut' de Gtt(E) correspond a un 
cocycle a' deWp dans Zi. Ce cocycle est non ramifie, done determine par I’element a! (<)>) 
de Zjj, et sa classe est donnee par I’image de a'(<(>) dans ~ D’apres loc. cit., 

I’element a'[(j)) se calcule comme suit. On ecrit 

h = Z'K{hsa) 

ou TT : Gsc —^ G est I’homorphisme naturel et z £ Z. Puisque 

h~^s6{h) = 

I’element h~^Ssc0(hsc)<(>(.Ssc)~^ appartient a Zac. On le note a'a^. Alors a'(<()) est I’image de 
{z,a'aa) dans Z(Gd). Le centre Zac de Gsc se decompose en 

= isc.l X • • • X Zaa.d, isc.i = ((^(RsC.i• 

On ecrit a'a^ = (a(c,i,. •., a(^ d), on a(a,i ^sc,i. On a par construction 

^sc,i ~ (^sc,i, 1 , • ■ • , 1 ), Z:sc,i = , 
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et ZBc,i est Telement diag(^^ ..., de Z{Hsc,i)- L’element ne depend done que du 
d-uplet (^ = ((^ 1 ,..., ^d)- On le note aussi Zsc(C)- 

Remarque. — Pour calculer I’element a'^. = /i^^Ssc^(^sc)0(ssc)~^, on a choisi des bons 
relevements Ssc et hac de s ei h dans Gse- Comme on vient de le voir, a's^ ne depend pas 
du choix de ces bons relevements, mais si Ton choisit des relevements quelconques, ce n’est 
en general plus vrai (sauf si (p et 6 sont triviaux sur Zac)- Si Ton remplace hac et Ssc par 
h'ac = y~^hBc4>{y) et s't; = y~^Sac9{y) pour un y £ Gse, alors on a I’egalite 

h'aP^ s'^c9{hac)(f>{s'ac)~^ = <^(1/) " ^ Ssc^ (/isc )<^(Ssc) " ) • 

En particulier pour y £ Zac, les elements hie et sic sont encore des relevements de ft et s 
dans Gse (pas forcement bons), et on I’egalite 

hic^ sic9{hic)(p{sic)~^ = h~c^Sac9{hac)<l>iSac)~^ ■ 

Solent maintenant deux elements T' = (T',7',s') et T” = {T”,7",s”) de et 

soient {h',(fi) £ 7' et (h",(f)) £ 7". On reprend les constructions ci-dessus en affublant les 
objets d’exposants et pour les distinguer. On ecrit s' = s'9, h' — h'cp, s" = s"9 et 
h" = ft"(^'. On suppose que les projections des elements s', ft', s", ft" de G sur Gad sont 
de la forme standard (15.211 . En particulier, a ces projections sont associees deux d-uplets 
= ((^ 1 ,... , (p'd) et (p" = ((^", ■ ■ ■ ,Cd) ou, pour i = 1,... ,d, les elements (i et (i' sont des 
racines primitives rii-iemes de I’unite. On fixe des bons relevements s'^c, ftsci ^ic, h'^c dans 
Gse des projections de s', ft', s", ft" sur Gad. On ecrit ft' = z'nih'a^c) et ft" = z"n{h'J^) 
pour des elements z' et z" de Z. Les caracteres ujx' et lot" de Gj)(E) correspondent a des 
cocycles a et a" de VEf dans Zf, determines par les elements et a"{(j>) de Zf, dont 

seules comptent les images dans On a vu que a'(<)>) est I’image de (z', ZadO) 

dans Zj, et que est I’image de {z", Zac{C')) dans Zj. 

Supposons que ujt' = oJt” ■ On a done a"{(p) = a'(</>)(! — <?!>)(2tt) pour un element zj £ Zj. 
Choisissons un relevement {y,yac) de dans Z x Zac. D’apres la suite exacte courte (1) 
decrivant Zj, il existe un element ^SC ^ ^SC tel que : 

(2) ZaciC) = ZaciOil - <P){ysc){l - 9)^1), 

(3) z" = z'(1 - (p){y)Tv{z°d (mod Z nr®’”). 

Montrons que I’egalite (2) n’est possible que si 

(4) (l-,())(ysc)(l-0)(2“c) = l. 

Rappelons que pour i = l,...,d, on a pose Zac,i = ((Z(Rsc.i)^"**)^^0^'^'' s’agit de 
verifier (pour i = 1,... ,d) que si y et z sont deux elements de Zac,i tels que les coordonnees 
de (1 — (p){y){l — 9){z) sur les rtiiriqi facteurs Z{Hsc,i) de Zac,i sont toutes egales a 1, sauf 
peut-etre sur le premier facteur, alors (1 — (p)(y){l — 9)[z] = 1. Pour cela on pent supposer 
d = 1 et supprimer I’indice i dans les notations. Soient y — (yi, ... ,yq) et 2 : = {zi,..., Zq) 
deux elements de Zac, ou les coordonnees yk et z^ sont dans Z{H*) = (Z(Rsc)'^"*)'^’'. Un 
calcul explicite donne 

(1 - <P){y){l - 9)iz) = ((1 - ^^(^^(l - P){zi ■ ■ ■ Zq), !,...,!) 

On pent done supposer q — 1. Alors on a 

(1 - 0)(y)(l - 9){z) = (1 - r){y){l - P){z) = (1 - P){x), 
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oil Ton a pose 

x = yl3{y)---P''‘'~^{v)z. 

Puisque j3 est un mr-cycle d’ordre mr, si les rm — 1 dernieres coordonnees de (1 — I3){x) 
sont egales a 1, alors la premiere Test aussi, ce qui demontre (4). 

Revenons a d quelconque. D’apres (2) et (4), on a Zsc{C') = Zsc{C)j d’ou C” = . On 

note simplement ^ ce d-uplet. Puisque les projections de s' et s” sur Gad sont de la forme 
standard, elles sont egales (a Sad(C))- On peut done supposer que Sge = Ssc- De la meme 
maniere, on peut supposer que On note simplement Sac et hsc ces bons relevements 

de Sad(C) et /lad(C) dans Gse- Posons Ssc — Ssc 0 et h\is — Pour x iE G^sC; notons ti(^x^ Ssc') 
et ri{x, hac) les elements de Gse definis par 

T]{x, Sac) = XSac0{x)~^Sac^ , T){x, hac) = xhac4‘{x)~^ X~^ , 

e’est-a-dire par 

iSaci;”^ = ri{x ; ) Ssc 5 xhacX ^=rj(x,h SC )h 

sc ■ 

Soit 3(sac, hsc) I’ensemble des x € Gse tels que ri{x, Sac) et ri{x, hac) appartiennent a Zac- Get 
ensemble est un groupe, qui coincide avec la pre-image dans Gse du commutant commun 
de Sad(C)^ et /lad(C)'^ dans Gad- 

Lemme. — Soit z G Zac- Supposons que {l — 6)[z) G {l — (f))[Zac)- II exists unx & ^isschac) 
tel que z G 77 ( 2 :,hsc)(l — </>)(^sc)- 

Demonstration. — On peut supposer d = 1. Reprenons les notations de la remarque 1 de 
[S31 Les elements Uad(C) et Uad de H = PGL{n,C) sont les projections des elements u{Q et 
V de GL(n,C) definis dans la remarque 4 de 15.11 On a choisi un relevement Uac de Uad(C) 
dans Use = SL(n,C). L’element v est deja dans Use- On note le sous-groupe de Use 
engendre par Zac, Wsc et v. Soit X I’image de 2) dans Gse par le plongement diagonal : un 
element x = {xij^k) de Gse appartient a X si et seulement si Xij^k est independant de i, j, k 
et appartient a 2). On note et X les projections de S2) et X sur H et Gad- Le groupe ^ est 
le commutant commun de Uad(C) et Uad dans H. II en resulte qu’un element de X commute 
a .Sad(C)^ et a /iad(C)</>- En revanche Usc et v ne commutent pas dans Hsc- Les elements 
de X ne commutent pas a Sac ni a hac, mais X est contenu dans 3(ssc, hac)- On note Zx le 
sous-groupe de Zac engendre par les iq{x, hac) quand x decrit X. On peut verifier qu’il ne 
depend pas de mais ce n’est pas utile ici. 

Pour « = (zij.k) G Zac, posons p{z)j = Zij^k {j = 1, -. -, r). On vmfie que (l-<^)(Zac) 
est le groupe forme des 2 G .^sc tels que p{z)j — 1 pour tout j G {1,..., r}. On verifie aussi 
que p((l — 6){z))j = p(z)jp{z)~^-^^ (avec j + 1 = 1 si j = r). L’hypothese sur 2 dans I’enonce 
est done que p(z)j est independant de j. Pour prouver le lemme, il suffit de prouver que pour 
5 G Z{Hsc), il existe un z' G Zx tel que p{z')j = ^ pour tout j G {1,... , r}. Soient a, b CZ. 
Considerons I’element y = (usc)“u^ de Notons x I’element de X tel que Xij^k — y, et 
posons rj = r]{x, hsc)- A I’aide de I’egalite 

UMacU"^ = Cmsc, C = diag(C,..., C) G Z{Hsc), 

on verifie que p{ri)j ~ pour tout j G {1,.. ., r}. Puisque m et e sont premiers entre 

eux si m > 1 , et que engendre Z{Hsc), on peut choisir a et 6 de sorte que p{'q)j = ^ pour 
tout j G {1,..., r}. Cela demontre le lemme. □ 

Reprenons la demonstration de la proposition. D’apres I’egalite (4), I’element Zac G Zac 
verifie I’hypothese du lemme. On peut done ecrire Zac = y(x, hsc)(l — <(>)( 2 /sc) pour des 
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elements x G Gsc et i/sc £ ^sc tels que x verifie les conditions du lemme. La relation (3) 
entraine alors que 

(5) z" = z{l-(l)){y')'K{r){x,hs^)) (mod ^ n T®’"). 

pour un element y' £ Z. Posons g = y'-nix). Puisque g{x,Ssc.) £ Zac, on a 

9sg~^ = (1 - d)iy')'!^{v{x,Ssc))s' £ Zs". 

D’autre part, d’apres (5), on a 

gh'g~^ = z{l - (j}){y')7v{g(x, hac)n{hac)(l> £ h''{Z n 

Comme dans la preuve du point (ii) de la proposition de l5.ll on en deduit que T' = T". Par 
consequent I’element g est un isomorphisme de T' sur T", et puisque ces donnees ont ete 
prises dans l£t-nr, elles sont egales. □ 

5.4. Action de C sur les transferts usuels non ramifies. — Soit T' — {T' ,1' ,s) un 
element de £t-nr. Comme en 15.11 on suppose que s = sO pour un s £ T (ainsi T' s’identifie 
a T^'° muni de Taction galoisienne convenable). Pour transferer un caractere affine unitaire 
a' de T'{F) a {G{F),uj), on a besoin de fixer un isomorphisme ^T' 7'. On choisit un 

element {h,4>) £ 7', et on prend Tisomorphisme ~ 7' defini par cet element comme en 
14.101 Ecrivons h = h4>- On suppose que les projections s et h de s et /i sur Gad sont de 
la forme standard s = Sad(C) et h = /lad(C) pour un d-uplet C, = (cji,... ,Cd), ou Ci est une 
racine primitive ni-ieme de Tunite — cf. 15.21 On fixe aussi des bons relevements Ssc et h^c 
de Sad(C) et hcd{C) dans Gsc, et Tonjiose Ssc — Ssc9 et hsc — hsc0. 

Le sous-espace hyperspecial {K, K) de G{F) fixe en 12.61 determine un sous-espace hy¬ 
perspecial {K',K') de T'{F) — on a forcement K' = T'{F)i —, et un facteur de transfert 
normalise A : D(T') —>• C^. 

La proposition suivante est une generalisation du point (iii) de la proposition de l5.ll 

Proposition. — (On ne suppose pas que Gad est simple.) Soit T' = {T',7',s) £ filt-nr. 

(i) Soit {x',x') caractere affine unitaire et non ramifie de T'{F). La distribution 

= Tx'(xO ™ vecteur propre pour I’action du groupe G retativement a un 
caraetere unitaire ojy de ce groupe, c’est-d-dire qu’on a 

‘=(6^/) = c£e. 

(ii) Soient (xi,Xi) et (X 2 ,X 2 ) deux caracteres affines unitaires et non ramifies de T'{F). 

Supposons que Alors, a homothetie pres, Xi et X 2 se deduisent I’un de 

Vautre par I’action d’un element du groupe d’automorphisme de T'. 

Demonstration. — Preuve de (i). Notons 9^i la fonction localement constante sur GregiF) 
associee a la distribution fcf. 13.111 . Pour 7 £ G{F) fortement regulier, on a une egalite 

(1) ©x'(7) = : G^(E)]-i^ A(d,7)x(<5), 

s 

ou S parcourent les elements fortement G-reguliers de T'{F) qui correspondent ay — en 
general, 5 est pris a conjugaison stable pres mais, puisque T' est un tore, la conjugaison de 
T' sur T' est triviale. Soit c = {z,g) £ C. Pour 7 £ G, posons = zg~^'yg. Pour 7 £ G{F) 
fortement regulier, on verifie que, si 5 £ T'{F) correspond a 7 , alors S’’ = ^z{z)S correspond 
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a 7 ^^, ou : Z(G) —>■ T' est rhomomorphisme naturel; remarquons que ^z{z) £ T'{F). 
Ainsi on a 

(2) Ox'(7^) = [G^\f) : G,.(F)j-i^A(r,7=)x(5=), 

OU (5 parcourt le meme ensemble que dans (1). II est clair que I’on a I’egalite 

[G^F)-.G,{F)] = [G^\F):G,ciF)]. 

On est done ramene a prouver I’existence d’un caractere de C tel que, pour {5, 7 ) £ D(T') 
et c = {z, g) £ C d’image c = q{z, g) £ C, on ait 

(3) A(^^ 7=)X (5^) = (c)A(5,7)X (5). 

Pour un element c = {z,g) £ G, ecrivons g = 2g7r(gisc) avec Zg £ Z{G) et gse £ Gse, 
ou TT : Gse —>■ G est rhomomorphisme naturel. On definit un cocycle galoisien a 1 —>■ a(cr) a 
valeurs dans Z(Gsc) par a(a) = gsccr(gsc)~^■ Le couple (a, z~^(l — d)(zg)) definit un element 
du groupe de cohomologieP^I H^’^fP f: Z(Gf)n) A-f Z{G)), que Ton note be. Get element ne 
depend pas du choix de la decomposition de g. L’application ainsi definie c 1 —>■ foe de G dans 
H^’°(r F’, Z(Gsc) —> Z(G)) se factorise a travers C. On a un homomorphisme naturel 

7re : Gsc(L^) Git(F) C. 

Notons C = C/Te(Gsc(P’)) le quotient de C par le sous-groupe image de Gsc(L’)- On voit 
que rhomomorphisme c 1 —>■ foe se quotiente en un homomorphisme 

(4) e^HL°(r^;Z(Gsc)^^(G)), ChAfoc. 

Une preuve standard montre que : 

(5) rhomomorphisme (4) est bijectif. 

Fixons un couple (fo, 7 ) £ CD(T'), et reprenons la construction du facteur de transfert non 
ramifie A (<5, 7 ) donnee en [Stab II 6 .3]. Ici, puisqu’on a identifie a 7', il n’y a pas de 
donnees auxiliaires. Notons To le commutant de G^, dans G. C’est un tore maximal de G defini 
sur F. Comme dans la demonstration du point (iii) de la proposition de 15.1[ To s’identifie 
au tore “quasi-deploye” maximal T (e’est-a-dire d’une paire de Borel (B, T) de G definie sur 
F) tordu par un cocycle galoisien a i-A w(a) a valeur dans W^, de sorte que I’application 
naturelle To —>■ To/(l — 0)(To) — T' soit definie sur F. Ici 9 est le T-automorphisme de T 
associe a la paire (B,T), et W = W'^iT) est le groupe de Weyl. Bien sur, le tore dual Tb 
(resp. Tq'°) s’identifie a T (resp. T^’°) muni de I’action galoisienne convenable. On a une 
formule |Stab II 6.3] 

A(fo, 7 ) = All(fo, 7 )Ac( 5 )”^A 2 ( 7 )((PTo,i^a,d), (tTo,sc,Sad))“\ 

le produit etant donne par I’accouplement iKSn A.3] 

(■,•) : Hi’°(rF,ro,sc ^ To,ad) X Hi'“(IFF;fb,sc ^ To,ad) ^ C^ 

Dans cette formule, 2 est un cocycle non ramifie de Wf dans Z{G), et est un cocycle non 
ramifie de Wf dans T'. Ces cocycles determinent des caracteres de G(T) et A,^ de T'{F), 
qui sont triviaux sur K et sur K'. On les prolonge en des caracteres affines A^ de G{F) et A^ 
de T'(F), tels que A^ soit trivial sur K et Af soit trivial sur K'. Soit c = {z,g) £ G, d’image 


3. Ce groupe est celui note par Kottwitz et Shelstad, et par Labesse — cf. la remarque de 
IStab II 1.12]. 
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c = q{z, g) G 6. Posons (7', 5 ') = (7'^, S’"). Ecrivons g = ZgTv{gsc) avec Zg G Z{G) et gsc G Gsc 
comme ci-dessus. Quand on remplace 7 par 7', le tore To est change en Tq = Intg-i(ro), 
mais on se ramene a To par I’isomorphisme Intg^^ qui est defini sur F. Pour definir le facteur 
de transfert A(( 5 ,7), on a fixe une paire de Borel epinglee £0 de G de paire de Borel sous- 
jacente (Bo, To) de sorte que {S,T',T', Bo,To,'y) soit un diagramme an sens de |Stab ll 
1 . 10 ], et on a decompose 7 en 7 = ue avec e G Z{G, £0) et p G To- Pour 7', on pent prendre 
£0 = Intg-i(£o), e' = Intg-i(e) et u' = z {0 — l)(«g)Intg-i (u). Quand on se ramene a To par 
Intg^^, on obtient u' = z {6 — l)(zg)u, done u'j = Pad- On fixe un element gi G Gsc tel que 
Intgj (£0) soit une paire de Borel epinglee de G definie sur F (par exemple la paire £ de l 2 . 2 ll . 
Le cocycle Vto est de la forme 

VTo(cr) = rTo(cr)n£o(‘^Uo(cr))M£o(cr), 

ou U£q((t) = gi^o'{gi), a;To(cr) est I’element de defini par UEg{a)~^, riEg : W —>■ Gsc 
est la section de Springer cissociee a £0, et tto : Pf —^ est une function associee a 

{Bo, To) definie en |Stab II 2 . 2 ]. On peut prendre les memes a-data pour 7 et pour 7', 
modulo I’isomorphisme Intg^^. On voit alors que, pour 7', les deux premiers termes rTo(cr) 
et riEp (dJTo (u)) sont les memes que pour 7, modulo I’isomorphisme Intg^^. En effet pour 7', 
on peut prendre g[ — gigsc- Alors Intg/(£9) = Intgj(£o), et posant = g'j~^o'{gi), on a 

Intg,<,(u£/^(cr)) = UEo{a)a{a), a{a) = c^scC^(gsc)■^ 

On a un diagramme naturel de complexes 


^(Gse)- ^Z{G) 


To,sc-^ To 


To, a. 


■ To,ad 


qui donne naissance a deux homomorphismes 

to : Hi’“(rF;^(Gsc) ^ Z{G)) ^ Hi’“(rF;T q.^c ^ To), 

ti : Hi'“(rF;To.se ^ To) ^ Hi’°(rF;To.se ^ To.ad). 

On obtient que, quand on remplace 7 par 7 ', le terme (Vtq, Uad) est multiplie par tito( 6 c)~^. 
Cote dual, rien n’a change (pourvu que Ton conserve les memes X“data). En defini¬ 
tive, quand on remplace 7 par 7 ', le terme ((Vtq, Uad), (tTo.sc, Sad))~^ est multiplie par 
(tito(&c), (tTo.sc, Sad)), OU encore par (to(bc), ti(tTo.se, Sad)), ou ti designe Tapplication “dua- 
le” de ti. 


Remarque 1. — On entend par application “duale” I’homomorphisme naturel 

h : U^’°{WF-,fo,sc ^ Tom) ^ 'a^’°{WF-,fo ^ Tom)- 

Ces groupes ne sont pas les duaux des precedents, ces duaux sont les quotients par les images 
naturelles de T^^’°. 

Le terme Aii(J, 7 ) ne depend que des a-data, des X“data, et de Fad. 

En reprenant la definition du caractere affine : T'{F) M C^, on voit qu’il est trivial a 
cause de notre identification de ^T' avec 7'. 
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On a 7 ' = zg ^Int-,((;) 7 , done 

A^(7') = A^(5"^IntT,(c?))A^(7). 

Ecrivons h = 2j,7r(/iac) avec Zh € Z{G) et hac £ Gse ; ici, vr est rhomomorphisme naturel 
Gse —>■ G. Le cocycle non ramifie 2 : VKf —>■ Z{G) est determine par la valeur 2 (<^) = Zh- On 
le pousse en un flement (z, 1) de {Wf’,To — >■ To_ad)- Calculons I’image de zg~^lntj{g) 
dans Gab(E) = Hi’°(rF; To,sc To). On a 

zg~^lntj{g) = z{e - l)(2g)7r(5rsli^Int^(5sc)). 

On definit le cocycle galoisien 

a hA Pia) = 5'sli^In^(5sc)c^(5|■^Int^,(gsc))■^ 

L’image de zg~^lntry(g) dans Ga.h{F) est la classe du cocycle {p,z{6 — l){zg)). Or puisque 
Int^ est defini sur F, on a /3 ((t) — (9 — l)(a(CT)). On a un diagramme de complexes 


i-e 

To,sc-To 

qui donne naissance a un homomorphisme 

42 : Hi’°(rF;To,sc ^ To) ^ G,b(T). 

Alors rimage de zg~^Int~f(g) dans Gab(T) est egale a t 2 to(&c)~^- On en dMuit que, quand 
on remplace 7 par 7 ', est remplace par ( 424 o(&c), {z, 1 ))”^ = (to(fcc), 42 ( 2 ,1))”^- 

Enfin on a x'{5') = x'i^z{z))x'(5). Le caractere x' de T'{F) est repere par un cocycle 
: Wf T' = Tq’°. Alors x!{iz{z)) est le produit {pz{z), Pour I’accouplement 

(.,•) : H“(rF;To/(l-0)(To)) X f ^ CG 

D’apres Kottwitz-Shelstad [KSH relation (A.3.13), page 137], ou I’inversion doit disparaitre 
d’apres une correction ulterieure [KS2) . c’ est aussi le produit (( 1 , ^ 2 ( 2 )), 1 )) pour 

I’accouplement 

{•,•) : Hi’°(rF;l ^ To/(l-6i)(To)) x R^’°{WF;f^’° ^ 1 ) ^ , 

On a un diagramme de complexes 


To,s 


To 


1-^To/(l-6()(To) 

qui donne naissance a un homomorphisme 

43 : Hi’°(rF;To,sc ^ To) ^ Hi’°(rF; 1 ^ To/(l - 6l)(To)). 

Le terme {l,^ziz)) est egal a 4340 (fee)On en deduit que, quand on remplace 7 par 7 ', 
Az( 7 ) est multiplie par (434o(foc), (PxG 1))”^ = (4o(fec), 43(Atx'> 1))”^- 
Definissons I’element ^x' £ H^’°(TEF;ro ^ To,ad) par 

4?x' 4l (Itq, sc, Sad) 42(^5 1) 43(^^/, 1) 
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En rassemblant les calculs ci-dessus, on obtient la relation (3), le caractere uj^i de C etant 
defini par 

= (to(&c),»?x'), CGC. 

Le point (i) de la proposition est demontre. 

Remarque 2. — En reprenant les definitions, on calcule 

Vx' = (/3x'.SB,d), 

on Py,! est le cocycle non ramifie qui, en 0, vaut Les deux 

premiers termes sont ceux de |Stab II 6 .3] ; on choisit bien stir des X“data non ramifies. 

Remarque 3. — On pent donner une formule plus explicite. Le terme t^Tq (<?!')n(a;To (</>)) 
est un element du normalisateur de Tb,sc dans Gg^ qui agit sur Tb,sc de la meme fagon que 
Intjig,,. On pent construire un autre element qui a la meme propriete. Rappelons que /isc est 
un bon relevement dans Gsc de I’element liad(C)' H de la forme hsc,i = (ftsc.i, • • •, hsc,d)- 
Pour i = les composantes de /isc,i sont egales a 1, Vsc,i, ou Usc,; ou Usc,i et 

Use,! sont des relevements de Ua,d,i(0) Va,d,i dans SL(ni,C). Pour Vsc,i, on pent prendre 
I’element Vi G SL(ni,C) — cf. 15.21 On definit un element hsc G Gsc en prenant Vsc,i = Vi et 
en remplagant les coordonnees par Vi dans la definition de /isc,i (pour i = 1 ,..., d). 

C’est I’element en question. Alors fTo{4>)n{u!ToiP)) appartient Px'W appartient 

a Mais, la donnfe T' etant elliptique, le groupe est reduit 

a {!}. II en resulte que 

ft, = (1 - PTo){fl,,). 

Ici, (pTo est Taction du Frobenius cp sur Tq ou To,sc, le tore Tq etant muni de Taction galoisienne 
qui en fait le tore dual de Tq. On voit alors que, sans changer la classe du cocycle ^ad), 
on pent modifier la definition de /3^/ et supposer que 

Px'i^) = '^{hl,)h~^^.yi{(p)~^. 


Prouvons (ii). Considerons deux caracteres affines unitaires et non ramifies (xuXi) et 
(X 2 ,X 2 ) de T'{F), et supposons que cjy>^ = ^X 2 ' D’apres les calculs ci-dessus et la propriete 
(5), le cocycle Vx'iVt annule Timage de to. L’homomorphisme to s’insere dans une suite 
exacte 


H''°(Pr.;Z(Gsc) ^ Z{G)) ^ Hi’°(Pr.; To.ac ^ To) ^ Hi’°(rF; To.ad ^ To,ad). 
Dire que Vx'i'^t Timage de to revient a dire que le caractere associe a du 

groupe central de la suite ci-dessus est le compose de ip et d’un caractere du groupe de 
droite. Autrement dit (cf. la remarque 1), cela revient a dire que tlx'i^x'^ appartient au 


sous-groupe de H^’°(ITi?;ro ^ To.ad) engendre par les images naturelles de et de 

Thomomorphisme 


il : Hl’°(IPF;ro,ac ^ fo.ac) ^ }i^’°{WF;fo ^ To, ad). 

On pent se debarrasser du groupe Tjj^ad^ ■ c’est Timage naturelle de done il est contenu 

dans Timage de ip. Soit un couple {P,t) definissant un element de H^’°(IPf; To,sc ^ To,sc) 
tel que ip{P,t) — r]yi^r)~p . D’apres les calculs plus haut (cf. les remarques 2 et 3), on a 
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II existe done un u G Tb tel que 

(6) = WTo{u)u~'^n{l3{w)), w € Wf, 

(7) l = (l-0)Kd)t. 

Comme dans la remarque 3, on note wtq Taction de w sur Tb, vu comme tore dual de Tq. 
En particulier, on a (pTo = Intjt o 0, on le dernier cp est Taction naturelle du Frobenius sur G. 

On ecrit u = ZuTr{uac) avec Zu € Z{G) et Usc £ Gse- On pent remplacer /3 par /?' defini 
par 

l3'{w) = WTo{Uac)u~J^l3{w), W£Wf, 

et remplacer t par 

t' = (1 — 9){UaGjt. 

Cela nous ramene au cas on u = Zu. En oubliant cet episode, on suppose simplement que 
u G Z(G). La relation (7) equivaut alors a, t £ Zac = Z{Gsc)- Puisque et sont a 

valeurs dans Tq'°, la relation (6) entraine que /3 prend ses valeurs dans ZacTo^ac- On a vu dans 
la remarque 3 que Tq^sc = (1 ~ '/’To)(To,sc)- On pent done ecrire j3{<p) = y{l — (pTo){u') avec 
y e Zac et u 7b,SC" La relation de cocycle dit que • .Alors y verifie 

Thypothese du lemme de l5.3l En consequence, on pent toire y = rj{x,hac){^ — 4 >To)(u'') avec 
X £ 5{Sac,hac) et u" £ Zac- Eu posaut Mo = u~^f{u'u"), ou a mq £ Z{G)fQ’° et la relation 
(6) devient 

= (1 - <t>To){uo)Tviv{x,hac)), w £ Wf- 

On se rappelle que (pTg = ° 4’- Mais alors Telement uo7r(x) realise un automorphisme de 

la donnee T' qui envoie le caractere Xi sur X 2 - Cela prouve le point (ii) de la proposition. □ 

Remarque 4. — A Taide des memes calculs, on pourrait prouver simultanement cette 
proposition et celle de l5.3l Mais il nous a semble plus clair de separer les preuves. 

5.5. Action de C sur les transferts spheriques.— Soit T' = (T',T',s) un element de 
Ct-nr- On a vu (14.111) qu’a un caractere affine unitaire et non ramifie (x^ xO de T'{F) est as- 
socie un triplet elliptique essentiel non ramifie t' = t^i £ bien defini a conjugaison pres. 
Ce triplet t ' se releve en un triplet t ' = £ £eii, lui aussi bien defini a conjugaison pres, 

en imposant la condition 0,-/(ljj) = x^(l^,), ou {K',K') est le sous-espace hyperspecial de 
T'{F) associe a (A, K)- D’apres le lemme 4 de 14.91 et la proposition de les distributions 
0,-/ et Tx'(xO des vecteurs propres pour Taction (par conjugaison) de C relativement 
a des caracteres u-r' et ^x' de ce groupe. 

Proposition. — Soient T' = [T', T', s) £ fiit-nr et xP un caractere unitaire et non ramifie 
de T'{F)- Posons t' = ry (g Egi)/conj.). On a I’egalite 

OJ-r’ = ^x’ ■ 

Demonstration- — Reprenons les constructions et les notations de la preuve de la proposition 
de l5.4l Dans cette preuve, on a defini un homomorphisme C —>■ f; Z(Gsc) Z(G)), 

que Ton note ici jz- On a done Jz(c) = be, c £ 6. On a aussi un tore maximal Tb de G, 
muni de Taction galoisienne non ramifiee telle que (pTg = Intjt o cp, on (p est Taction naturelle 
du Frobenius sur G. Ainsi, Tq muni de son action galoisienne, s’identifie a T' muni de son 
action galoisienne. Fixons un element /lo.sc £ Gse ciui normalise T et dont Taction sur ce tore 
coincide avec Int;, (par exemple Telement de la remarque 3 de l5.4l) . Notons fio le cocycle 
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non ramifie de Wf dans Tb tel que /3o(</>) = 6'fe7r(/io.sc) on h' — est la valeur en 4> 

d’un cocycle non ramifie fj,^i : Wf — >■ T' associe a x' ■ D’apres |4.11l on pent supposer que b' 

appartient a Z{G)nT'. Le couple {Po, ) determine un element de Yi^'^iWF’, To To,ad), 
que Ton note fjo- Get element n’est autre que I’inverse de I’element note 77 ^/ dans la preuve 

de la proposition de l5.4l D’autre part, notons jo : C ^ Y{^{Wf\ Ib.ac ^ To) le compose de 
jz et de rhomomorphisme 

to : Z(Gsc) ^ Z{G)) ^ }i\WF;To,sc ^ To). 

Alors le caractere est donne par 

(1) = Oo(c),77o)"\ CGC. 

Ecrivons r' = (T, A,f). Rappelons comment ce triplet a ete construit. On a choisi un 
element y G Gsc tel que Intj^_i(h,) = h(j) pour un element h £ T, et X est le caractere 

unitaire et non ramifie de T{F) associe au cocycle non ramifie Wf —>■ T dont la valeur en 

(j) est h'h. L’automorphisme Inty induit une application bijective de —>■ S{ip',a), ou 

ip' ; Wf —>■ ^G est le parametre tempere et non ramifie deduit de via I’isomorphisme 
^T' ~ 7' (c ^G). L’element f' est celui correspondant a I’image de s G dans le S- 

groupe tordu S{p>\a) = S^/^a/S^i Z{G)^^. L’automorphisme Intf conserve T et agit sur ce 
tore par w9 pour un certain element w G W^^. On a des complexes en dualite 

rri 1 wO rj-\ rp 1 rfi 

Jsc - >1, 1 tad- 

Remarquons que 1 — wO se restreint en 1 — 6 sur Z{G). On a done un liomomorphisme 

t : Z{Gsc) ^ Z{G)) ^ T^c T) 

qui, compose avec jz, donne un liomomorphisme 

D’autre part, I’automorphisme Int^^-i de G envoie le tore U' = S^i sur U — et 

sur ou Ip : Wf —> ^G est le parametre tempere non ramifie donne par piicp) = b'h xi cp. 

Les elements de sont de la forme x6 ou x est un element de Nq{T) qui opere sur T 
par un element de W^^. En particulier, puisque Intj^-i(s) = y~^s0{y)6 appartient a 5,/,,a, 
I’element n = y~^s6{y) appartient a Nf^{T), et d’apres la remarque 2 de l4.7[ les deux termes 
6w~^ et Int„ o 6 ont la meme action sur T. L’automorphisme Int„ de T commute a Taction 
galoisienne, et on sait que le groupe W^^^ = W^ se releve dans la composante neutre Ggc 
du sous-groupe Gg^ C Gsc des elements qui sont fixes par (p (ou encore par Ef). On pent 
done decomposer n en n = ^ 7 r(u) ou ^ G T et u G GgQ . Notons fix ■ Wf —>■ T le cocycle non 
ramifie dont la valeur en (p est b'h. II resulte de la description ci-dessus que (1 — Int„ o 9){fix) 
est le cocycle non ramifie dont la valeur en (p est a((p)~^^(p{^)~^. Soit ^ad £ Tkd la projection 

de 5 sur Gad - Le couple (/^a, ?ad ) determine done un element fj G T" ^ Tad). 

Soit t ' G £eii un relevement de t' . 

Lemme. — Pour c G S, on a I’egalite ‘’(0,^') = (i?(c), ?7)~^0 t' 

Demonstration. — Rappelons que Thomomorphisme jz se factorise en un isomorphisme de 
C = C/ 7 re(Gsc(E)) sur H^’°(rF; ^(Gse) ^ Z(G)). Par suite, Tegalite de Tenonce est 

claire si c G 7 r(Gsc(E)). Comme le groupe Gad(E) est produit de Ta^iF) et de Timage 
naturelle de GsciF) dans Gad(-E), il suffit de prouver Tegalite de Tenonce pour c = q{z,g) 
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avec £ T^diF), done g G T(F). Soit done (z,g) G C tel que ^ad £ Ti^d{F). Posons 
c = q{z,g) G C et t = zg~^lnt^ o 6(g) G T(F). Alors t G T{F) et Ton a (14.9[ lemme 3) 

( 2 ) = 

Pour prouver le lemme, 11 faut done montrer I’egalite 
(3) A(t) = 0(c),ry}"\ 

On a X(t) = (t,/ ia), on I’aeeouplement est eelui entre T{F) et Y{^{Wf\T). Rappelons la 
definition de j(c). On eerit g = 2g7r(gisc) avee Zg G Z{G) et g^c G Gse, et Ton note a i-A a{a) le 
eoeyele galoisien a valeurs dans Z(Gsc) defini par a{a) — gscO'{gBc)~^■ Alors j{c) est I’element 
de H^’°(r_F; Tsc ^ T) defini par le eouple (a, z~^{l — 6){zg)). Puisque gsc appartient a Tsc, 
on verifie que ee eouple est eohomologue a On a des homomorphismes 

H°(rF; T) ^ Hi’°(rrr; T.c T) 

et 

R\WF,f) ^ ll^’°{WF-,f fad) 

qui, d’apres Esu A.3.13], sont en dualite (le signe disparait d’apres une eorreetion ulterieure 
[KS2]). On en deduit I’egalite (3). □ 


Pour demontrer la proposition, il reste a prouver I’egalite 
(4) {jo{c),fjo) = {j{c),f]), c G e. 

On a le diagramme eommutatif exaet suivant de eomplexes de tores 


Z{Gsc) 

diag_ 


■Z{G) 

diag_ 


(1 — 6) X (l — w6) 

To,sc X Tsc -^ To X T 


(Tq.bc X T.c)/diag_(^(Gsc))-^ (To x r)/diag_(Z(G)) 


ou diag_ est le plongement antidiagonal, les fleehes vertieales du has sont les projeetions 
naturelles, et la fleehe horizontale du has est eelle deduite de (1 — 0) x (1 — w9) par passage 
aux quotients. On en deduit une suite exaete de groupes de eohomologie 

Hi’‘’(rj.; ^(Gse) ^ Z{G)) ^ Hi’°(rF; To ,bo x T^c To x T) ^ • 

-> Hi’°(rf.; (To.Bc X TBc)/diag_(Z(Gsc)) {To x T)/diag_(Z(G)). 

Le eouple {fjo,ff) definit une forme lineaire sur le groupe eentral, et (4) signifie qu’elle annule 
I’image du premier groupe, ou eneore qu’elle se faetorise en une forme lineaire sur le dernier 
groupe. Posons X = (To x T)/diag_(Z(G)), Y = (Tq.bc x TBc)/diag_(X(Gsc)), et notons 

X ^ Y \e eomplexe dual du eomplexe de tores Y ^)x(i ^ q,, ^ dualement un 

homomorphisme 

(5) }1^’°{Wf;X a y) ^ B^'\WF\fo ^ A,ad) X Y{^'\WF\f 


et il suffit de prouver que 

(6) le couple {fjo,f]) appartient a I’image de I’liomomorphisme (5). 
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Commengons par decrire les groupes X et Y. Le second est facile a identifier : on a y = 
(To,sc X T')/diag(Z(Gsc)), on diag est le plongement diagonal. Le premier est plus complique. 
Algebriquement, X est le groupe des (to,t,tsc) G To x T x Tsc tels que tot~^ = 7r(tsc) 
(algebriquement, on a Tq = T). La structure galoisienne est bizarre (cf. |Stab II 2 .2]), mais 
elle est evidemment non ramifiee et cela nous suflira. L’homomorphisme / est defini de la 
fagon suivante. Soit (to, t,tsc) G X. On ecrit t = Zt7r(t*(.) avec zt G Z{G) et € Tsc- Alors 
on a to = Zf7r(t*ctsc) et /(to, t, tsc) est I’image de ((1 — 6»)(tactsc), (1 — Intn o ^')(tsc)) dans 
Y. En se rememorant les definitions, on voit que, pour prouver (6), il suffit de trouver un 
element (to, t, tsc) G A et un couple (do,sc,d) G To,sc x T verifiant les conditions suivantes : 

(7) to = &'/i7r(/io,sc)“^, t = b'h-, 

(8) I’image de do.sc dans To,ad est 6t I’image de d dans Tad est ; 

(9) il existe C G Z{Gsc) tel que (c/tq (do.sc)do ()>T(d)d“^) = (C, C)/(to, t, tsc). 

On ecrit h = zji7r(tisc) et s = 2s7r(ssc) avec Zh, Za G Z{G) et /isc, Ssc G Gsc- Soit Usc I’element 
de Z(Gsc) defini par 

Use — 'Ssc^(lisc)*/(Ssc) ^sc ■ 

On pose ftgj, = y~^hac4i{y)- On definit to et t par (7), et on pose tsc = On verifie 

que 7r(tsc) = tot“^, done tsc appartient bien a Tsc. On pose do,sc = et rise = i/“^Ssc^(j/). 
L’image de rise dans Gad est la meme que celle de n = Done rise = ^scU, on ^sc est 

un element de Tsc qui se projette sur ^ad (dans Gad). On pose d = 7r(^sc)~^. Alors (8) est 
verifie. On calcule /(to, t, tsc) en posant t(a = On a t((.tsc = hachg l^, done 

/(to, t, tsc) = ((l-e)(/isc/io,sc),(l-Int„o0)(/i,^J). 

On se rappelle que /io,ac est fixe par 6. Par consequent (1 — 0)(/isc/i(/s(.) = (1 ~ ^)(^sc), et ce 
terme vaut (calcul) a~^^(f)Tg{do,sc)dol^. On a 

(1 - Int„ o 9){h^J = ■ 

En conjuguant par y~^ I’egalite Sscd/isc<(> = ascftsc<(>Ssc0, on obtient I’egalite 

nsc6h^g<t> = asch^^<t>nscd- 


On voit alors que 

hagnsJihaJ~^n~g 


aach^gnsc<p{nsc) 

Use lksc^Bc4>{^sc) Ztsc 
Use ^sc<(>(Csc) 
a~g(l>T{d)d~^. 


Mais alors la condition (9) est verifiee avec = Usc. Cela acheve la demonstration de la 
proposition. □ 


References 

[A] Arthur J., On local character relations, Selecta Math., New Series Vol. 2, No. 4 (1996), 
501-579. 

[C] Clozel L., Characters of nonconnected, reductive p~adic groups, Canad. J. Math. 39 
(1987), 149-167. 




90 


BERTRAND LEMAIRE, COLETTE MCEGLIN & JEAN-LOUP WALDSPURGER 


[H] Hales T., On the fundamental lemma for standard endoscopy : reduction to unit ele¬ 
ments, Canad. J. Math. 47 (1995), 974-994. 

[HL] Henniart G., Lemaire B., Formule de caracteres pour I’induction automorphe, J. 
reine angew. Math. 645 (2010), 41-84. 

[K] Keys D., L-indistinguishability and R-groups for quasi-split groups : unitary groups in 
even dimension, Ann. Sci. Ecole Nom. Sup. (4) 20 (1987), 31-64. 

[KSl] Kottwitz R., Shelstad D., Foundation of twisted endoscopy, Asterisque 255 
(1999). 

[KS2] Kottwitz R., Shelstad D., On splitting invariants and sign conventions in endo- 
scopie transfer, arXiv : 1201.5658vl [math.RT], 26 Janvier 2012. 

[La] Langlands R., Stable conjugacy : definitions and lemmas, Canad. J. Math. 31 (1979), 
700-725. 

[Le] Lemaire B., Caracteres tordus des representations admissibles, prepublication arXiv : 
1007.3576v2, 14 octobre 2013. 

[Mi] Mishra M., Structure of the unramified L-packet, prepublication arXiv : 1212.1439v2, 
26 octobre 2013. 

[Moe] Mceglin C., Representations elliptiques; caracterisation et formule de transfert de ca¬ 
racteres, prepublication http ://webusers.inij-prg.fr/~colette.nioeglin/supertenipere.pdf 

[Stab I[ Waldspurger J.-L., Stabilisation de la formule des traces tordues I : endoscopie 
tordue sur un corps local, prepublication, 18 Janvier 2014. 

[Stab VII[ Waldspurger J.-L., Stabilisation de la formule des traces tordues VII: descente 
globale, prepublication, 2 septembre 2014. 

[Stab X[ Mceglin C., Waldspurger J.-L. Stabilisation de la formule des traces tordues 
X : stabilisation spectrale, prepublication. 

[W[ Waldspurger J.-L., La formule des traces locales tordues, prepublication, 20 Janvier 
2013. 


Bertrand Lemaire, Institut de Mathematiques de Luminy et UMR 6206 du CNRS, 
Universite Aix-Marseille II, Case Postale 907, F-13288 Marseille Cedex 9 
E-mail : Bertraiid.Lemaire8univ-amu.fr 

Colette Mceglin, CNRS, Institut de Mathematiques de Jussieu, 2 place Jussieu 75005 Paris 
E-mail : colette.moeglin@imj-prg.fr 

Jean-Loup Waldspurger, CNRS, Institut de Mathematiques de Jussieu, 2 place Jussieu 75005 
Paris • E-mail : jean-loup.waldspurger@imj-prg.fr 




